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Die Arithmetik der ganzen Zahlen Algebra I

1 Ringe und Arithmetik

1 Die Arithmetik der ganzen Zahlen

Definition 1.1. Seien a,b € Z ganze Zahlen. Dann ist a ein Teiler von b, falls eine ganze Zahl
k € Z existiert, sodass ak =b. Wir schreiben aufierdem a|b, in Worten, ,a teilt b

Proposition 1.1. Die Teilerrelation | ist auf den ganzen Zahlen eine Quasiordnung.

Beweis. Seien a,b,c € Z ganze Zahlen. Offenbar gilt, dass a|a, also ist die Teilerrelation reflexiv.
Falls a|b und b| ¢, dann gibt es k1, ko € Z mit ak; =b und bko=c. Es folgt, dass c=bko= (aky) ko=
a (k1 kz), i.e. a|c. Somit ist die Teilerrelation reflexiv und transitiv, damit eine Quasiordnung. [J

Es sei angemerkt, dass die Teilerrelation auf den natiirlichen Zahlen sogar eine Halbordnung ist,
was bei den ganzen Zahlen nicht der Fall ist. Sind a und b ganze Zahlen mit a|b und b| a folgt
ndmlich nicht unbedingt, dass a =b. Allerdings gilt schon, dass |a|=|b|. Wir halten dies fest:

Lemma 1.1. Seien a,b€ Z. Dann gilt:
(1) Die einzige ganze Zahl, die von 0 geteilt wird, ist O selbst.
(2) Ist a ein Teiler von b, dann gilt |a| <|b].
(3) Falls a|b und b| a, so folgt |a|=b|.
(4) Falls a| 1, folgt dass |a| =1.

Beweis. (1) Diese Aussage folgt sofort.
(2) Falls a|b, existiert k € Z mit ak =b, sodass |a| |k|=|ak|=1b], also |a| < |b|.

(3) Wir wenden (2) an, um einerseits |a| <|b| zu erhalten und andererseits |b| < |a|. Daraus folgt
nun, dass |a| =1b].

(4) Da offenbar 1]|a gilt, folgt aus (3), dass auch |a|=1 gelten muss. O

Lemma 1.2. Sei a € Z ein Teiler von by, ...,b, € Z,n €N und seien ¢y, ..., ¢, € Z beliebige ganze
Zahlen. Dann gilt a| > ¢;b;.

Beweis. Da a ein Teiler von b; fir i=1,...,n ist gilt b;=ak; fir k; € Z. Daraus folgt, dass
Z czbzzz ci(aki) :az Ciki,
i=1 i=1 i=1
wobei Y1 | ¢ k; € Z. Also ist a ein Teiler von > | ¢; b;. O

Definition 1.2. Eine ganze Zahl p > 1 heiltt Primzahl, falls aus p=ab mit a,b € N notwendigerweise
a=1 oder a = p folgt. Wir bezeichnen die Menge aller Primzahlen mit P.

Satz 1.1. Sei n > 1 eine beliebige ganze Zahl. Dann existieren endlich viele Primzahlen pq, ..., px,
sodass n= Hle Di-
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Beweis. Wir zeigen den Satz mittels Induktion. Fiir n =2 folgt die Aussage sofort. Nehmen wir
also an, dass es fiir alle 1 <k <n €N eine Primfaktorenzerlegung gibt. Falls n + 1 eine Primzahl
ist, ist nichts mehr zu zeigen. Ansonsten existieren a,b€ N mit n+1=ab und a,b<n+ 1 nach
Lemma 1.1 (2), wobei insbesondere a und b Primfaktorzerlegungen besitzen. Aber dann ist auch
n+ 1, als Produkt von a und b, das Produkt von endlich vielen Primzahlen. O

Unsere nichste Aussage werden wir auf zwei Arten beweisen. Zunéchst der klassische Beweis nach
Euklid!-1:

Satz 1.2. (Euklid) Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Sei fiir einen Widerspruch angenommen, dass es nur endlich viele Primzahlen p, ..., px

gibt. Nach Satz 1.1 hat m:= Hle pi+ 1 eine Primfaktorzerlegung. Insbesondere existiert also eine
Primzahl p mit p| m. Da p mit einer der Primzahlen py, ..., p, iibereinstimmt, gilt p| Hlepi.
Nach Lemma 1.2 gilt daher auch p|1. Dann muss aber p=1 sein, ein Widerspruch. O

Unmittelbar folgt der Satz allerdings auch aus folgender interessanter Tatsache:

Satz 1.3. Die Reihe

divergiert bestimmt gegen co.
Um die Divergenz zu zeigen, fiihren wir zunéchst folgende Darstellung ein.

Definition 1.3. Die Riemannsche'? (-Funktion ist definiert als die Funktion (: (1, 00) — R, die
jedem s> 1 die Summe der konvergenten Reihe

()=

n=1

zuweist.

Es folgt beispielsweise aus dem Verdichtungskriterium von Cauchy!3, dass ¢ fiir alle s > 1 wohl-
definiert ist. Eine wichtige Darstellung dieser Funktion ist Leonhard Euler!#4 zu verdanken.

Proposition 1.2. Fiir jedes s >1 gilt die Ungleichung

<[] ==

peP

Beweis. Fiir jedes p € P gilt, dass

1 =1\ 1 1 1
——==> |5 =l+s+=strast
l—p= ~—~ <p5> p (P ()

1.1. Euklid (ca. 350 v. Chr. — 270 v. Chr.), griechischer Mathematiker

1.2. Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 — 1866), deutscher Mathematiker

1.3. Augustin-Louis Cauchy (1789 — 1857), franzdsischer Mathematiker und Physiker

1.4. Leonhard Euler (1707 — 1783), Schweizer Mathematiker, Physiker, Astronom, Geograph, Logiker und Ingenieur
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Das gegebene Produkt lasst sich also erweitern zu

peP
wobei wir durch Ausmultiplizieren Summanden der Form

1

fir p1,...,pm€Pund kq,...,kp €N
(pf ph? - plr)s '

H;— 1+i+i+... 1+i+i 1+i+..
1—p—s 25 4 35 93 58

)

erhalten. Nach Satz 1.1 hat jede natiirliche Zahl n € N eine Primfaktorzerlegung, also ist mindes-

tens!-® ein Summand der Form % Daraus folgt unmittelbar die gewiinschte Ungleichung. O

Kommen wir also zum Beweis von Satz 1.3:

1

Beweis. Wegen Proposition 1.2, haben wir fiir festes s > 1 die Abschitzung ((s) < HpePTw'

Logarithmieren wir beide Seiten, erhalten wir

log(((s)) < 10g<

pEP peP peP

Wir verwenden die Taylorreihendarstellung von log(1 — p~*) und sehen, dass

1
log(C(sN <D D
peP k=1 p
wobei
o 0 k _
1 1 p—° _
S mesX () =t
ks — s —s ?
k=1 kp =1 \P L=p
sodass
=1 2 = 2
PRREEES B5-T) D
k — s
peP k=1 kepts peP p k=1 k

11 #) =2 10g<1—;p_5> = —log(1—p™).

Da lim,_, 1+ 0% L S %z 00, folgt lim,_,+log({(s)) =oo. Also insbesondere

n:l? n=1

Weil aber

1.5. Tatséchlich ist sogar genau ein Summand in dieser Form, bei Proposition 1.2 gilt also sogar Gleichheit. Um

das zu zeigen, bendGtigen wir allerdings erst die Eindeutigkeit von Primfaktorzerlegungen. Das Produkt []

wird dann Euler’sche Produktdarstellung von ((s) genannt.

peP1 — p=°
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fiir alle s > 1, ist nur

1 1
Zg_s]inllerze;ps o0

peP

moglich. a

Als néchstes Ziel wollen wir die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung beweisen. Dazu sind die
folgenden Resultate notwendig.

Satz 1.4. (Division mit Rest) Sei a €Z und b >0 eine positive ganze Zahl. Dann gibt es eindeutig
bestimmte ¢, € Z mit a=bg+r und 0 <r <b.

Beweis. Existenz: Wir setzen q:= L%J (die grofkte ganze Zahl, die kleiner oder gleich % ist) und
r:=a—bq. Aus q§%<q—|—1 erhalten wir bg <a <bqg-+b, also 0 <r <b.

Eindeutigkeit: Wenn a=bq+r=>bq¢’+r' mit 0 <r,r’ <b ist, dann gilt 0< |bg —bq'|=|r'—r|<b.
Die Zahl |r’ —r| ist also durch b teilbar; da alle Vielfachen von b entweder kleiner oder gleich 0
sind oder grofer oder gleich b sind, und |’ — 7| im halboffenen Interval [0,b) liegt, muss v’ —r =0,
also r’ =r gelten, somit auch g=¢’. a

Wie bekannt, nennen wir ¢ in Satz 1.4 den Quotienten und r den Rest der Division. Einige andere
wichtige Begriffe ergeben sich:

Definition 1.4. (1) Seien a,b € Z ganze Zahlen, von denen mindestens eine ungleich Null ist.
Dann definieren wir den grifiten gemeinsamen Teiler, als die grofte ganze Zahl d € Z, die sowohl
Teiler von a, als auch von b ist. Wir schreiben ggT(a,b) =d.

(2) Gilt ggT(a,b) =1, heilen a und b teilerfremd oder relativ prim.

Da jedenfalls die Einheit ein Teiler von a und b ist, ist die Menge der Teiler von a und b nichtleer,
sodass der ggT schon wohldefiniert ist. Zur Bestimmung des ggT verwenden wir den auf Euklid
zuriickgehenden Fuklidischen Algorithmus.

Lemma 1.3. Seien a,b€Z und q,r € Z, sodass a=bg+r. Dann gilt ggT(a,b) =ggT(b,r).

Beweis. Sei d:=ggT(a,b). Per Definition teilt d sowohl a als auch b, folglich auch jede ganzzahlige
Linearkombination der beiden (Lemma 1.2). Insbesondere teilt d also a —bg=r. Somit ist d ein
gemeinsamer Teiler von b und 7.

Sei nun ¢ ein beliebiger gemeinsamer Teiler von b und . Dann teilt ¢ auch die Linearkombination
a=bq+r, also ist ¢ ein gemeinsamer Teiler von a und b, i.e. ¢ <d. O

Satz 1.5. (Euklidischer Algorithmus) Seien a,b €N mit 0 <b < a und nicht beide null. Wir
definieren rekursiv eine Folge von Resten (r;);en, durch wiederholte Division mit Rest:

roi=a, 711:=0b, Ti_1=¢;ri+r;41 mit 0<r; 1 <r; flir i >1 solange r; £ 0.

Dann existiert ein Index n € N, sodass r, # 0 und r,+1 =0 mit ggT(a,b) =r,.

Beweis. Zuerst bemerken wir, dass die Folge der Reste (r;);en, terminiert, da v >re>rg>--- >0
eine streng monoton fallende Folge natiirlicher Zahlen (oder null) bedingt. Nach dem Wohlord-
nungsprinzip muss eine solche Folge endlich sein, sodass jedenfalls ein minimaler Index n+1€N
existiert mit 7,41 =0.
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Durch wiederholte Anwendung von Lemma 1.3 auf die Kette der Divisionen erhalten wir eine
Kette von Gleichheiten:

geT(a,b)=ggT(ro,m1) =ggT(r1,r2) =--- =T (rn_1,7n)-

Die letzte Gleichung im Algorithmus lautet aber 7, _1 = g, 7y + 7541 mit 7,41 =0, also

geT(rn_1,7n) =88T(rn, rnt1) =g8T(rn, 0) =7y,

sodass a fortiori ggT(a,b) =7, gelten muss. O

Eine wichtige Konsequenz von Satz 1.5 ist das Lemma von Bézout!6, welches wir als Korollar
festhalten.

Folgerung 1.1. (Lemma von Bézout) Fiir alle a,b € Z, nicht beide null, existieren z, y € Z,
sodass gilt:

ax+by=ggT(a,b).

Beweis. Wir zeigen durch ,Riickwarts‘-Induktion, dass sich jeder Rest r; im Euklidischen Algo-
rithmus (Satz 1.5) als ganzzahlige Linearkombination von a und b darstellen lasst.

Offenbar gilt ro=1-a+0-bund r1=0-a+ 1-b. Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, dass
Ti—1, Yi—1, Ti, Y € Z mit r,_1 =ax;—1+by;—1 und r; = ax; + by; existieren. Aus der Gleichung
Ti+1="i—1— q; 7; folgt somit, dass

riv1=(axi—1+byi—1) — ¢ (az; +by) =a (xi—1— ¢ z:) + b0 (Yic1 — G Yi)-
Setzen wir ;1 1:=x;_1— q;x; und y;11:=y; 1 — q;Y; so ist auch r; 1 eine Linearkombination von a
und b. Dieser Prozess kann fortgesetzt werden, bis wir schliefslich den Rest 7, =ggT(a,b) erreichen,

der sich ebenfalls in der Form r, =ax,, + by, fir z,, y, € Z darstellen lasst, was die Behauptung
beweist. O

Beispiel 1.1. Wir berechnen ggT(1071,462) mittels des Euklidischen Algorithmus:

1071 =2-462 4 147 mit g3 =2,y =147,
462=3-147+ 21 mit g2 =3,r3 =21,
147=7-21+0 mit g3="7,7r4=0.

Also ggT(1071,462) = 21. Zur Darstellung des ggT als Linearkombination, 16sen wir die Glei-
chungen riickwarts auf:

21 =462 — 3 - 147,
147=1071 —2- 462,

also
21=462—3- (1071 —2-462)=7-462 — 3-1071.
Folgerung 1.2. Seien a,b€Z. Gilt ggT(a,b)|d fir ein d €N, so existieren x, y € Z mit

ax+by=d.

1.6. Etienne Bézout (1730 — 1783), franzdsischer Mathematiker
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Beweis. Falls ggT(a,b)|d, existiert k € N mit ggT(a,b) k =d. Nach Folgerung 1.1 gilt az + by =
geT(a,b) fir z, y € Z und Multiplikation mit & liefert nun

axk+byk=(ax+by)k=ggT(a,b)k=d,

also ist d eine Linearkombination von a und b. ]
Lemma 1.4. (Fundamentallemma) Seien a,b,c€Z. Falls ggT(a,b) =1 und a|bc, so folgt al c.

Beweis. Sei vorausgesetzt, dass ggT(a,b) =1 gilt. Aus Folgerung 1.1 folgt daher die Existenz ganzer
Zahlen z,y € Z, sodass ax + by =1. Multiplizieren wir die Gleichung mit ¢, erhalten wir

arc+byc=c.

Betrachten wir nun die beiden Summanden der linken Seite. Der erste Summand, axc, ist offenbar
durch a teilbar. Fiir den zweiten Summanden, byc, gilt nach Voraussetzung, dass a das Produkt
be teilt und folglich ist dieser Term ebenfalls durch a teilbar.

Da beide Summanden auf der linken Seite der Gleichung Vielfache von a sind, muss auch ihre
Summe, welche ¢ ist, ein Vielfaches von a sein. Es gilt also a| ¢, was zu beweisen war. a

Proposition 1.3. Seien ay,...,a, €Z und p eine Primzahl. Teilt p das Produkt H;;l a;, so gibt
esein i€ {l,...,n} mit p|a;.

Beweis. Wir gehen mittels Induktion nach n vor; offenbar stimmt die Aussage fir n =1. Sei
die Aussage also fiir ein n € N wahr und angenommen, dass p| H?:ll a; fur ganze Zahlen a, ...,
an+1. Falls plany1, so ist nichts mehr zu zeigen. Falls jedoch ptan41, so muss jedenfalls ggT(p,
an+1) =1 folgen, da p eine Primzahl ist und somit folgt aus Lemma 1.4, dass p| H;;l a;. Aus der

Induktionsannahme folgt somit, dass ein ¢ € {1,...,n} mit p|a; existiert, was zu beweisen war. [J

Wir verfiigen nun iiber alle Werkzeuge, um die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung aus Satz 1.1
zu beweisen.

Satz 1.6. (Fundamentalsatz der Arithmetik) Es sei a € Z, ungleich null. Dann existiert zu
jeder Primzahl p € P genau eine ganze Zahl vpy(a) > 0, sodass

a=sgn(a) H P @,

peP

Beweis. Sei zunéchst a > 1. Wir wissen bereits, dass es zu jeder Primzahl p ein v,(a) € Ny gibt,
sodass a = Hpepp”iﬂ(“). Fiir a > 1 folgt diese Tatsache nédmlich aus Satz 1.1 und fiir a =1 ist es

ausreichend, einfach v,(a) =0 fiir alle Primzahlen p zu setzen. Es ist also nur noch die Eindeutigkeit
dieser Zerlegung zu zeigen.

Seien fiir a > 1 zwei verschiedene Zerlegungen

a= H p”P(a) = H pﬂp(a)’

pEP peEP

mit vp(a), pp(a) € No, gegeben. Dann gilt vp,,(a) # pp,(a) fiir ein pgeP. O. B. d. A. sei pp,(a) <
Vpo(a). Dann ist

pgpo(a)—upo(u). H pl/p(a): H pﬂp(a).
pEP\{po} pEP\{po}
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Ist das Produkt auf der rechten Seite leer, erhalten wir sofort einen Widerspruch; ist das Produkt
nicht leer, dann existiert nach Proposition 1.3 eine Primzahl p; € P, die in Hpep\{po}p“”(a) vor-

kommt, sodass po | p1. Das ist erneut ein Widerspruch, da jedenfalls py # p; gelten muss. Es muss
also vp(a) = pp(a) fir alle p € P gelten.

Der Ubergang zu a < —1 folgt nun unmittelbar. O

2 Grundbegriffe

In diesem Kapitel werden wir einige wesentliche Definitionen geben, die vor allem durch die Frage
motiviert sind, in welcher Weise, sich die Eigenschaften der ganzen Zahlen, insbesondere die Exis-
tenz und Eindeutigkeit von Primfaktorzerlegungen, verallgemeinern lassen. Konkret formuliert
suchen wir nach einer ,Struktur” R mit gewissen Operationen + und -, die wie in Z miteinander
vertraglich sind und aus denen sich jene Aussagen herleiten lassen, die wir verwendet haben, um
den Fundamentalsatz der Arithmetik zu beweisen.

Wir fangen an mit der Definition einer Gruppe:

Definition 2.1. Es sei G eine Menge und o: G x G— G eine Abbildung. Das Paar (G, o) heift
Gruppe, falls gilt:

(1) zo(yoz)=(zoy)oxz fir alle z,y,z€G. (Assoziativitit von ,,0%)
(2) Es gibt ein Element e € G, sodass eox =xzoe=e fiir alle z € G. (Neutrales Element)
(3) Zu jedem x € G existiert ein y € G, sodass zoy=e=yox. (Inverses)
Gilt ferner
(4) zoy=you fir alle z,y € G,

so heift G abelsch?! (seltener: kommutativ).

Notierung 2.1. Falls im Kontext klar ist, mit welcher Gruppenoperation G ausgestattet ist,
schreibt man statt (G, o) oft nur G und bezeichnet schon G alleine als Gruppe. Ist die Gruppen-
operation von G eine Addition ,+*, so schreiben wir fiir das neutrale Element normalerweise 0
und nennen G eine additive Gruppe. Ahnlich bezeichnen wir G als multiplikative Gruppe, wenn
die Gruppenoperation ein Produkt ,-“ darstellen soll und bezeichnen das neutrale Element als
FEinselement bzw. 1. Ebenso verwenden wir im Fall von zwei Gruppen GG, H oft die Schreibweise
eq bzw. ey fiir das neutrale Element von G bzw. H; manchmal erlauben wir uns, diesen Index
auch zu vernachléssigen, wenn es im Kontext klar ist.

An dieser Stelle sei bemerkt, dass die Definition eines inversen Elements aktuell noch liickenhaft
ist, da nicht unmittelbar klar ist, ob e wirklich eindeutig bestimmt ist! Gliicklicherweise ist das
aber der Fall:

Folgerung 2.1. Sei (G, 0) eine Gruppe. Dann gelten:

(1) Das neutrale Element e von G ist eindeutig bestimmt.
2) Zu jedem x € G ist das inverse Element 2! € G eindeutig bestimmt.
3) Fiir das neutrale Element gilt e~ ! =e.
4) Ist € G, so folgt (z71)"1=2.
)

5) Sind z,y € G, so ist (zoy) t=y lox~L

2.1. Niels Henrik Abel (1802 — 1829), norwegischer Mathematiker
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(6) Jedes beliebig geklammerte Produkt z; 0290 - oz, fir n €N, zq,...,z, € G lasst sich
in ,linksnormierter Weise schreiben, i.e. (---((z1023)ox3)0 - - oxy,). Mit anderen Worten:
Klammern diirfen beliebig gesetzt werden und sogar weggelassen werden.

Beweis. (1) Sei e’ € G ein weiteres neutrales Element. Dann folgt ¢’ =eoe’=e.

(2) Sei ze€G. Gilt xoy=e=yox und xoy' =e=y'ox fir y,y’ € G, so folgt

y=eoy=(y'ox)oy=y'o(zoy)=y'oce=y'

(3) Es gilt e=coe. Daraus folgt mit (2), dass e ! =e.

(4) Es gilt zox~t=e. Nach (2) folgt (z71)"t==z.
(5) Wir sehen

(woy)o(ytoz ™) =zo(yoy Hox l=zoeoxl=zozrl=e.

Nach (2) folgt also, dass (zoy) t=y toz~L

(6) Wir fiihren eine Induktion nach n. Fiir n =3 stimmt die Behauptung mit Punkt (1) aus der
Definition einer Gruppe iiberein. Sei n >4. Dann gilt mittels der Induktionsvoraussetzung, dass

(...(xlo...oa;j)o(gjjJrlo..-oxnfl)ol‘n)
((---(.1‘10-'~O(L‘j)0(.’17j+10"'oxn—l))oxn)

(-+-((r10x2)0T3) 0 0IY),

(++(z10--0a;) 0 (Tjp10- - 0ap) )

was zu zeigen war. O

Es folgen nun einige Beispiele von Gruppen.

Beispiel 2.1. (1) Die ganzen Zahlen Z bilden eine (abelsche) Gruppe unter der Addition ,+“, aber
keine Gruppe unter der Multiplikation ,,*“. Beispielsweise hat 0 kein multiplikativ inverses Element.

(2) Ein Vektorraum V tber dem Korper?? K bildet definitionsgeméf unter der Vektoraddition
eine abelsche Gruppe.

(3) Die allgemeine lineare Gruppe GL(n, K) der n x n Matrizen A iiber dem Korper K mit det A#£0
ist (wie der Name andeutet) eine Gruppe mit der Matrixmultiplikation. Ebenso bekannt sind die
spezielle lineare Gruppe SL(n, K) mit det A=1, die orthogonale Gruppe O(n) iiber R, die unitdre
Gruppe U(n) iiber C und deren speziellen Analoge SO(n) und SU(n) mit det A=1. Im Allgemeinen
handelt es sich bei diesen Gruppen um nicht-abelsche Gruppen.

(4) Es sei M eine beliebige Menge. Die Menge der bijektiven Selbstabbildungen von M bilden unter
der Zusammensetzung von Funktionen eine Gruppe S(M), die symmetrische Gruppe von M. Ist
M={1,...,n} fir ein n €N schreiben wir statt S(M) auch S,, und bezeichnen diese Gruppe als
n-te symmetrische Gruppe.

(5) Wir definieren fiir m € N die Restklassen modulo m, wobei zwei Zahlen r, s € Z genau dann in
derselben Restklasse liegen, wenn die Division durch m, nach Satz 1.4, den gleichen Rest ergibt,
i.e. m|r —s23. Die Einteilung der ganzen Zahlen in Restklassen modulo m, geschrieben Z/mZ ist
eine Einteilung in disjunkte Teilmengen. Jede Restklasse modulo m lésst sich beschreiben durch
r 4+ mZ, wobei r irgendeine Zahl der Restklasse ist. Eine derartige Zahl r heiflt ein Reprisentant
der Restklasse. Die Addition in Z induziert in Z/mZ eine Verkniipfungsvorschrift, ndmlich

(r+mZ)+(s+mZ)=(r+s)+mZ.

2.2. Wir werden bald die formale Definition eines Korpers einfithren, setzen in diesem Beispiel allerdings voraus,
dass der Begriff aus der Linearen Algebra bekannt ist.

2.3. Weitere Schreibweisen: r = s (modm), 7 =3, [r]m = [s];m und viele andere.

10
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Diese Vorschrift ist offenbar wohldefiniert, sodass es sich bei Z/m Z zusammen mit der Restklas-
senaddition sogar um eine abelsche Gruppe handelt.

Notierung 2.2. Es sei (G, o) eine Gruppe. Fiir ein Element x € G und eine ganze Zahl n €7
setzen wir:

n-fach
rogxo---ox firn>2,
z7.={ x firn=1,

e firn=0,
(x=™)~1 firn<—1.

Beachte

rTm= (2™ = (zo---ox) L= ()™ fiir m>1,
zFoxl=gFt und (2M)!=2F! fiir k,1€Z.

Zwei wichtige Definitionen:

Definition 2.2. Sei (G, o) eine Gruppe. Falls ein x € G existiert, sodass fiir jedes y € G auch ein
n €7Z mit z" =y existiert, dann heikt G zyklisch und z ein Erzeuger von G. Wir schreiben G = (z).

Definition 2.3. Eine Teilmenge H einer Gruppe G = (G, o), sodass auch (H,o) eine Gruppe ist,
heifst Untergruppe von G. Wir schreiben H <G.

Man sieht z.B. sofort, dass (Z,+) eine zyklische Gruppe mit Erzeugern +1 ist. Tatséchlich lassen
sich aus der Kommutativitdt der Addition in Z einige wichtige Tatsachen folgern:

Proposition 2.1. Sei (G, o) eine zyklische Gruppe. Dann gilt:
(1) G ist abelsch.
(2) Ist H <G eine Untergruppe von G, so ist auch H zyklisch.

Beweis. (1) Sei G = () fiir ein x € G. Falls y, z € G, so existieren ny, ng € Z mit ™ =y, z"2=z.
Aus der Bemerkung in Notation 2.2 folgt nun, dass

yoz=a"ozg"= pritne — pnetny _ gne g pn1 — 5o Y.

(2) Wir nehmen weiterhin an, dass G = (z) fiir ein x € G. Falls H = {e}, so ist nichts mehr zu
zeigen. Andererseits, sei e #h € H jenes Element dessen Exponent n €N in der Darstellung 2™ =h
minimal ist. Wir wollen zeigen, dass H = (h). Offensichtlich gilt H D (h), da H eine Untergruppe
von G ist. Falls hingegen y € H < G ist, so gibt es ein m € Z mit 2" = y. Nach Satz 1.4 gibt es
aufierdem ¢, € Z mit m=gn+r und 0 <r <n. Daraus folgt

y=a" =gt =gMoyg"

Wire r # 0, so wirde 2" =29 o y € H folgen, ein Widerspruch zur Minimalitdt von n. Also
gilt r =0 und insbesondere y = 29" = (2™)? = h?, nach der Bemerkung in Notation 2.2. Demnach
H C (h), was zu zeigen war. O

Insbesondere folgt daraus, dass jede Untergruppe H der additiven Gruppe von Z zyklisch ist, also
von der Form m Z fiir ein m € N. Diese Erkenntnis merken wir uns:

11
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Folgerung 2.2. Alle Untergruppen von (Z,+) sind von der Form m Z fiir ein m € N.

Insbesondere gibt uns Folgerung 2.2 einen weiteren Hinweis fiir unsere Suche nach einer Verall-
gemeinerung der ganzen Zahlen. Zentral in Proposition 2.1 ist ndmlich die Division mit Rest in
Z (Satz 1.4), die fast automatisch impliziert, dass die Untergruppen von Z eine bestimmte Form
haben. Unsere Struktur R erfiillt also folgende Implikationskette:

Existiert eine ,Division mit Rest* in R,
so sind die echten R-,Unterrdume” von R maximal eindimensional,

und es existiert foglich eine Zerlegung aller Elemente von R in ,atomare Einheiten.

Das fithrt uns zur Definition eines Rings.

Definition 2.4. Es sei R eine additive abelsche Gruppe zusammen mit einer Multiplikation ,,-
von R X R— R, sodass fir alle r, s,t € R gilt:

() r-(s-t)y=(r-s)-t. (Assoziativitit von ,-“)

2)r-(s+t)=(r-s)+(r-t)und (r+s)-t=(r-t)+(s-t). (Distributivitit)
Dann heifst das Tripel (R, +,-) ein Ring. Gilt ferner

(3) Es existiert ein Element 1 € R, sodass 1-r=r=r-1 fiir alle r € R,
nennt man R einen Ring mit Eins. Ein Ring (R, +, ) heifst kommutativ falls

(4) r-s=s-rfiraller,s€ R. (Kommutativitit von ,-“)

o

Notierung 2.3. Wie bei Gruppen lassen wir die Operationen ,+* und - manchmal weg und
bezeichnen bereits R als Ring, wenn klar ist, welche Addition/Multiplikation gemeint ist. Aufterdem
vereinbaren wir die iibliche ,Punkt-vor-Strich“-Rechnung, i.e. (r-s)+ (r-t)=r-s+r-t. Wollen
wir deutlich machen, dass wir vom Nullelement in R reden, schreiben wir manchmal Og; die
meiste Zeit werden wir aber schlicht 0 schreiben und meinen damit das neutrale Element in (R, +).

Analog zur Untergruppe definieren wir:

Definition 2.5. Eine Teilmenge S eines Rings R= (R, +, ), sodass auch (S, +,-) ein Ring ist,
heifst Unterring oder Teilring von R und wir schreiben S < R. Hat R zusétzlich ein Einselement
1€ R, so verlangen wir, dass auch 1 € S.
Folgerung 2.3. Sei (R,+, ) ein Ring. Dann gilt:

(1) Es gilt r-0=0=0-r fiir alle r € R.

(2) Es gilt r- (—s)=—(r-s)=(—r)-s fiir alle r,s € R.

(3) Ist (R, +,-) sogar ein Ring mit Eins, so ist das Einselement 1 € R eindeutig bestimmt.

Beweis. (1) Ausr-0=r-(0+0)=r-0+r-0 folgt sofort r-0=0 und ebenso fiir 0-r=0.
(2) Fiir die linke Gleichung ist 7-s+7-(—s) =0 zu zeigen. In der Tat,

res+r-(—s)=r-(s+(—s))=r-0=0,

wegen (1). Ebenso fir (—r) - s.

(3) Sei 1’ € R ein Element mit 1’-r =17 fiir alle R. Dann folgt insbesondere, dass 1'=1"-1=1. O

12
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Definition 2.6. Sei (R,+,-) ein Ring.

(1) Ein Element 0+ r € R heifit Linksnullteiler, wenn 0+ s € R existiert mit r- s =0. Analog
definieren wir Rechtsnullteiler.

(2) Ist r Links- oder Rechtsnullteiler, nennen wir r Nullteiler.
(3) Besitzt R keine Nullteiler, nennen wir R nullteilerfrei.

(4) Ist R ein nullteilerfreier kommutativer Ring mit Einselement 10, heift R Integrititsring
oder Integritdtsbereich.

Beispiel 2.2. (1) Die ganzen Zahlen Z bilden einen Integritatsbereich; die geraden Zahlen 27Z
bilden einen kommutativen Ring ohne Eins.

(2) Offenbar sind R, Q, C alle Beispiele von Integritiatsbereichen.

(3) Die komplexen n x n-Matrizen bilden einen Ring mit Eins, der fiir n > 2 nicht kommutativ ist.
Allgemein konnen wir fiir einen beliebigen Ring R den Matrizenring M (n, R) aller n x n-Matrizen
mit Eintrdgen aus R konstruieren. Auch dieser ist in der Regel fiir n > 2 nicht kommutativ und
ist ein Ring mit Eins, sofern auch R ein Einselement enthélt.

(4) Die Restklassen modulo m fiir m € N bilden einen kommutativen Ring mit Eins zusammen mit
der Multiplikation

(r+mZ)-(s+mZ)=(r-s)+mZ.

Manchmal schreiben wir statt Z /m Z auch Z,,. Offenbar hat Z/m Z genau dann Nullteiler, wenn
m keine Primzahl ist.

Definition 2.7. Es sei (R, +,-) ein Ring mit Einselement. Sei r € R. Falls ein s € R existiert,
sodass r-s=1, so heit s ein (multiplikatives) Rechtsinverses von r. Falls s-r =1, dann heifst s
ein (multiplikatives) Linksinverses von R. Besitzt r € R ein Links- und ein Rechtsinverses, dann
stimmen diese iiberein und heifen schlicht das multiplikative Inverse s ="' von r. Solch ein r
nennen wir dann Finheit in R. Die Menge aller Einheiten bezeichnen wir mit R*.

Lemma 2.1. Sei R ein Ring. Dann ist (R*,-) eine Gruppe.

Beweis. Seien a, b€ R* beliebig. Dann gilt offenbar auch a=!,b~! € R*, sodass
(ab) (bt a ) =a(bb™)a t=aa"t=1.

Das heifit ab e R*. Es folgt, dass R* mit der Multiplikation eine Gruppe ist. a

Beispiel 2.3. (1) In (Z, +,-) gilt offenbar Z*={—1,1}. Leicht l4sst sich iiberpriifen, dass Z*, wie
in Lemma 2.1 bewiesen, eine Gruppe mit der Multiplikation ist.

(2) Sei m >1 eine ganze Zahl. Was sind die Einheiten in Z/m Z? Ist a € Z/m Z eine Einheit, so
existiert a1 € Z/mZ mit aa~! =1, was dquivalent zu m|aa~! — 1 ist. (Siehe Beispiel 2.1 (5)).
Also gibt es x € Z, sodass mz=aa"' — 1 oder aa~' —mx =1. Nach Korollar 1.1 folgt also, dass
ggT(a,m)=1. Tatséchlich gilt auch die Umkehrung: Aus ggT(a,m)=1 folgt ax + my=1 fir x,
y€Z, alsoar=1in Z/mZ.

(3) Die Euler’sche p-Funktion weist jeder ganzen Zahl m >1 die Anzahl der Einheiten in Z /mZ
zu, also

p(m):=|(Z/mZ)|.

13
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Ist p€P und k €N, so gilt ¢(p*)=p* — p¥~1. Nach (2) sind die Einheiten in Z/p”*Z niimlich jene
ganzen Zahlen, die zu p* teilerfremd sind. Aber nur die p*~! Zahlen p,2p,...,p* ! p sind zu p
nicht teilerfremd, was (p*) = p* — pF~! teilerfremde Zahlen iibrig lisst.

Die Definition einer Einheit motiviert die Definition weiterer algebraischer Strukturen:

Definition 2.8. Ein Ring mit Eins, in dem alle von 0 verschiedenen Elemente Einheiten sind,
heilst Schiefkorper oder Divisionsring. Ein kommutativer Divisionsring heiftt Kdrper.

Beispiel 2.4. (1) Offenbar sind Q, R, C alle Korper.

(2) Ein fundamentales Beispiel fiir einen Schiefkorper liefern die Quaternionen H. Die Bezeichnung
geht auf Hamilton?* zuriick, der diese zuerst beschrieben hat. Dazu betrachten wir {1,1,j, k}
als Basis des vierdimensionalen reellen Vektorraumes R* mit der gewohnten komponentenweisen
Addition und Skalarmultiplikation.

Wir versehen diesen Raum nun mit einer zusitzlichen bilinearen Abbildung R* x R* — R*, welche
durch folgende Multiplikationstabelle fiir die Basiselemente gegeben ist:

|1 i j k
111 1 j k
ili =1 k —j
il -k =1 i
kik j -1 -1

Man bezeichnet das dadurch entstehende Produkt als das quaternionische Produkt. Fiir die Ele-
mente aus R*, die mit diesen Operationen versehen sind, schreiben wir dann H. Insbesondere gilt
fiir die Basiselemente die wichtige Relation

ijk=—1.

Wie aus der linearen Algebra bekannt ist, ldsst sich das quaternionische Produkt in eindeutiger
Weise zu einer linearen Abbildung auf H fortsetzen. Es ldsst sich zeigen, dass H ein Schiefkérper
ist, wobei wir sofort aus der Multiplikationstabelle entnehmen, dass die Quaternionenmultiplikation
nicht kommutativ ist.

(3) Aus Beispiel 2.3 (2) entnehmen wir sofort, dass Z /m Z genau dann ein Kérper ist, wenn m
eine Primzahl ist. Wir schreiben dann statt Z/pZ auch F,, (engl.: ,field”) fir peP.

Lemma 2.2. Jeder Korper K ist ein Integrititsbereich.

Beweis. Seir € K nicht das Nullelement. Dann existiert ein multiplikatives Inverses r—! € K, sodass
aus Multiplikation der Gleichung 7-s=0, s € K, mit 7~! von links auch s =0 folgt. Offenbar gilt
auch 10, sodass K tatsichlich ein Integritdtsbereich ist. O

Proposition 2.2. Sei R ein endlicher Integritédtsring. Dann ist R sogar ein Korper.

Beweis. Sei fiir 0#r € R die Abbildung ¢, : R— R durch ¢,(s) =rs fiir alle s € R definiert. Gilt
©r(81) = pr(s2) fiir s1, 82 € R, so folgt rsy =rse. Das heifit 7 (s1 — s2) =rs; —rs2=0; da R ein
Integritétsbereich ist, folgt s1 — so=0 bzw. s =s9. Also ist ¢, injektiv und da R endlich ist, sogar
surjektiv, das heift bijektiv. Dann existiert aber s € R, sodass p.(s) =1, i.e. rs=1; also ist r eine
Einheit. Da r beliebig gewahlt worden ist, folgt, dass R ein Korper ist. g

2.4. William Rowan Hamilton (1805 — 1865), irischer Mathematiker und Physiker
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AbschlieRend noch folgende Erkenntnis vom Zahlentheoretiker John Wilson?2-:

Lemma 2.3. (Wilson) Sei p € P eine Primzahl. Dann gilt

(p—1)!'=—1(mod p).

Beweis. Da p eine Primzahl ist, ist ), ein Kérper. Wir zeigen zunéchst, dass die einzigen selbst-
inversen Elemente in diesem Kérper +1 sind. Gilt nimlich u?=1 (mod p), erhalten wir

(u+1)(u—1)=u?—-1=0(mod p).

Weil F), ein Integritatsbereich ist (Lemma 2.2), folgt also u= =1 (mod p).

Betrachten wir nun das Produkt
(p—Dl=(p-1)(p—2)-(2)(1).

Aus dem vorherigen Absatz folgt, dass in dieser Liste fiir beliebiges n € {2,..., p — 2} auch sein
multiplikatives Inverses n~! % n vorkommt. Weil multiplikative Inverse eindeutig sind, vereinfacht
sich das Produkt also zu

(p—2)(p—3)---(3)(2)=1(modp),
d.h.
(p—1!'=(p-1)(1)=-1(modp),

wie gewlinscht. g

3 Noethersche, faktorielle und euklidische Ringe

Definition 3.1. (1) Es sei R ein Ring und I C R eine Untergruppe von (R, +). Dann nennen wir
I Linksideal von R, wenn

r-xel fir allere Rund z € I.
Analog heifst I Rechtsideal von R, wenn
z-rel firallere Rund z € 1.

Ist I sowohl Links- als auch Rechtsideal, dann heifit I ein (zweiseitiges) Ideal. Wir schreiben dann
I<R.

(2) Es sei R ein Ring mit Eins. Ein Ideal I < R heifit endlich erzeugt, wenn n € N und ay,...,a, € R
existieren, sodass I = {Z?Zl a;r; | r; € R}; wir schreiben dann I = (ay,...,a,) und nennen ay, ...,
ayp, die Erzeuger von I. Falls n=1, nennen wir I = (a) das von a erzeugte Hauptideal in R.

(3) Ein kommutativer Ring mit Eins R heift noethersch3-!, wenn jedes Ideal von R endlich erzeugt
ist. Ist R ein Integritdtsbereich und jedes Ideal von R sogar ein Hauptideal, so heiftt R ein Haupti-
dealring? (HIR).

2.5. John Wilson (1741 — 1793), britischer Mathematiker und Jurist
3.1. Emmy Noether (1882 — 1935), deutsche Mathematikerin
3.2. Englisch: principal ideal domain (PID).
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Beispiel 3.1. (1) Jeder Ring R enthélt die beiden (Haupt)ideale {0} und R.
(2) Fiir jedes m € N ist m Z ein Ideal von m Z, wie leicht tiberpriift werden kann.

(3) Sei K ein Korper und R der Matrizenring iiber K aus Beispiel 2.2. Definieren wir

a 0 a b
I.—{<b O>|a,b€K} undJ.—{<O 0>|a,b€K},

so ist I ein Linksideal von R (aber kein Rechtsideal von R) und J ein Rechtsideal von R (aber kein
Linksideal von R), denn

(1 8)e[, <(1) é)eJaber(i 8)(3 é)(} 1>¢IUJ.

Lemma 3.1. Es sei R ein Ring und I, J < R Ideale. Dann sind auch INJ, I+ J und [-J=
{>" risi|neN,r;el,s;e J} Ideale von R.

Beweis. Wir zeigen exemplarisch die erste Aussage; der Beweis, dass I + J und I -J Ideale sind,
verlauft dann &hnlich.

Sei dazu x € I'NJ und r € R beliebig. Dann folgt ra € I, da I ein Ideal ist und ebenso rz € J,
alsoreeINJ. Da I und J beide additive Untergruppen von R sind, ist auch I NJ eine additive
Untergruppe von R. Es folgt, dass INJ ein Ideal von R ist. O

Beispiel 3.2. Sei R=7Z und a,b € Z ganze Zahlen. Betrachten wir die Hauptideale (a) und (b).
Dann gilt:

e (a)+ (b)=(a,b)=(ggT(a,b)): Offenbar gilt (a) + (b) = (a, b), wir miissen also nur (a,
b)=(ggT(a,b)) zeigen. Sei d=ar,+ bry fiir r1,79 € Z beliebig. Da ggT(a,b) sowohl a als auch
b teilt, gilt insbesondere d € (ggT(a,b)). Die Umkehrung folgt wiederum aus Folgerung 1.2.

o (a)n(b)=(kgV(a,b)): Falls d e (a)N(b), existieren r1,72 € Z mit d=ar; und d=bry, sodass d
alle Primfaktoren von a und b enthélt, also kgV(a,b)|d. Es folgt d € (kgV(a,b)). Umgekehrt,
ist d € (kgV(a,b)), so gilt erneut kgV(a,b)|d, d.h. d enthilt alle Primfaktoren von kgV(a,b),
insbesondere jene von a und jene von b, sodass d € (a) und d € (b).

o (a)-(b)=1(ab): Sei d=>"7", (ar;) (bs;) fir r;, s, € Z,1 <i <n beliebig. Dann gilt d =
S (arg) (bsi) = (ab) (327, risi), also d € (ab). Die Umkehrung ist offensichtlich.
Lemma 3.2. Sei R ein kommutativer Ring mit FEins. Dann ist R genau dann ein Korper, wenn

R nur zwei Ideale enthalt.

Beweis. Sei zunichst vorausgesetzt, dass R ein Korper ist. Dann sind die einzigen Ideale von R
das Nullideal {0} und R selbst. In der Tat, falls I+ {0} ein Ideal ist, so enthélt es 0£x €I C R.
Da R ein Kérper ist, existiert 71 € R mit 1 =z2z~! € I. Daraus folgt aber, dass I = R gelten muss.

Umgekehrt, sei R ein kommutativer Ring mit Eins mit genau zwei Idealen. Diese miissen {0} und
R sein. Falls 0# 7 € R, so muss offenbar (r) # {0} sein, also (r) = R. Aber dann gilt insbesondere,
dass 1 € R, d.h. es existiert r~! € R, sodass 1=rr~! € (r). Es folgt, dass r eine Einheit ist und R
ein Korper. 0

Wir untersuchen nun eine bestimmte Konstruktion, um aus einem beliebigen Ring R einen weiteren
Ring R zu ,schopfen®. Es stellt sich dann die Frage, welche Eigenschaften diesem Ring von R
vererbt werden.
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Beispiel 3.3. Es sei R ein Ring. Mit R[X] bezeichnen wir die Menge aller R-wertigen Folgen
(ag, a1, ...) mit a; € R, sodass a; =0 fir alle bis auf endlich viele i € Ny. Dann ist R[X] ein Ring
vermoge der Operationen

(ao,al,...)—l—(bo,bl,...)::(a0+b0,a1+b17...),
k

(ag,ai,...)-(bo,b1,...):=(co,c1,-..) mit Ck:Z ar—; b; fur k>0.
=0

Offenbar identifiziert die injektive Einbettungsabbildung tg: R — R[X], tg(r) := (r,0,0,...) den
Ring R mit einem Teilring tg(R) < R[X] von R[X].

Ist R ein Ring mit Einselement 1, dann ist (1,0,0,...) ein Einselement in R[X], sodass wir
X:=(0,1,0,...)

definieren kénnen. Dann gilt offenbar X™=(0,...,0,1,0,...) fir alle n € Ny. Setzen wir fiir a € R
aX™=1p(a) X" und X" a=X"1p(a), dann gilt a X" = X" a, sodass wir jedes Element f € R[X]
in der Form

n
f:Z a; X' fiir ein n €Ny
i=0
darstellen konnen.

Ist f+#0, so setzen wir voraus, dass n maximal mit der Eigenschaft a, # 0 gewihlt worden ist.
Die Koeflizienten ay,...,a, € R sind dann eindeutig bestimmt und wir nennen n den Grad von f.
Wir schreiben deg(f):=n, wobei wir insbesondere deg(0) = —oo setzen.

Den Ring R[X] nennen wir dann Polynomring iber R mit Variablen X und seine Elemente
Polynome in X (mit Koeffizienten in R). Die Elemente der Menge tg(R) nennen wir auferdem
konstante Polynome.

Der Polynomring R[Xj,...,X,] in n Variablen X7,..., X,, ist dann rekursiv definiert durch
R[X1,..., Xn]):=(R[X1,..., Xn-1])[X4]
fiir n > 2. Sei beispielsweise

F(X,)Y)=apo+aioX +anY +axnX*+an XY +apY?

Dann lasst sich f als f(X,Y)= (aoo + a0 X +azg X2> + <a11 X+ a01> Y + ( ao2 ) Y2 schreiben.
———— ~—
€R[X] €R[X] ER[X]
Folgende Eigenschaften werden von R an R[X] weitergegeben.

Proposition 3.1. Sei R ein Ring. Dann gilt:
(1) Ist R kommutativ, so ist auch R[X] kommutativ.
(2) Ist R nullteilerfrei, so ist auch R[X] nullteilerfrei.
(3) Ist R ein Integritétsbereich, so ist auch R[X] ein Integritétsbereich.

Beweis. (1) Sei R kommutativ. Eine Rechnung zeigt, dass
0 1 0 1
(ao,al,...)-(bo,bl,...):<z G,O,ibmz alibO,~~~>:<Z bofiGIOaZ blia07~-~>
i=0 i=0 i=0 i=0
:(b07b17...)~(a0,a17...)
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fir alle (ag, a1,...) und (bg, b1,...) € R[X], sodass auch R[X]| kommutativ ist.

(2) Sei R nullteilerfrei und (ag, a1, ...), (bo, b1, ...) € R[X] nicht das Nullelement. Dann existieren
minimale Indizes k1, ko € Ng, sodass ax, #0 und by, #£0. Sei k:= k1 + ko; das k-te Glied des Produktes
dieser Folgen ist dann durch Zf:() ar—ib; gegeben. Ist i=0,..., ko — 1, dann ist offenbar b; =0.
Falls i:k2+1,...,l€1+k2, dann

k—i<k—(ka+1)=(k1+ke)—1=k —1,

sodass ay_; =0 fiir diese i. Also verbleibt nur der Summand ag, bx,, der nach Annahme jedenfalls
nicht Null ist. Daraus folgt nun unmittelbar, dass (ao, a1,...) - (bo, b1,...) #0, i.e. R[X] ist null-
teilerfrei.

(3) Sei R nun ein Integrititsbereich. Die Kommutativitidt und Nullteilerfreiheit von R[X] folgt aus
(1) und (2). Offenbar ist auch (1,0,...)#(0,0,...), also ist auch R[X] ein Integrititsbereich. O

Beispiel 3.4. Der Polynomring Z[X] ist kein Hauptidealring, da das Ideal (2, X') kein Hauptideal
ist. Ware namlich (2, X) = (f) fiir ein f € Z[X], so wiirde 2 € (f) und X € (f) folgen. Das ist nur
moglich, falls f =41. Aber dann folgt (2, X) = (f) =Z[X], was offenbar nicht der Fall ist.

Nun zu einem bekannten Ergebnis aus der kommutativen Algebra. Er stammt von 3.

Satz 3.1. (Hilbert’scher Basissatz) Sei R ein noetherscher Ring. Dann ist auch R[Xq,..., X))
noethersch.

Beweis. Zeigen wir den Satz fiir n =1, so ergibt sich induktiv, dass der Satz fiir alle n € N hilt.

Betrachten wir fiir R noethersch also den Polynomring in einer Variablen R[X]. Sei indirekt
angenommen, dass R[X] nicht noethersch ist. Dann existiert ein Ideal I C R[X], das nicht endlich
erzeugt ist. Wir konstruieren nun rekursiv eine Folge von Polynomen ( fi)ien in I:

(1) Sei f1 ein von Null verschiedenes Polynom in I mit minimalem Grad.

(2) Fir k>1, sei I.:=(f1,..., fr) das von f1,..., fi erzeugte Ideal. Da I nicht endlich erzeugt
ist, ist i eine echte Teilmenge von I. Wir kénnen also fi 41 als ein Polynom minimalen Grades
in I\ I} wahlen.

So ergibt sich eine Folge von Polynomen mit deg( f1) < deg( f2) <deg(f3) <---. Sei dj:=deg( f) und
sei a € R der Leitkoeffizient von fj, fiir jedes k > 1. Betrachten wir das von diesen Leitkoeffizienten
in R erzeugte Ideal J:= (aj,az,as,...)C R. Da R noethersch ist, ist J endlich erzeugt. Es gibt
also ein m € N mit J = (ay,. .., a,)%* Insbesondere liegt der Leitkoeflizient a,,4+1 in J, sodass

Elemente 71, ...,7, € R mit a,,+1= Zznzl r; a; existieren.

Wir setzen nun

h:= Z T de+1_di fz

1=1

Da d; <d,, 1 fiir i <m gilt, sind die Exponenten d,,+1 — d; nicht negativ, also ist h wohldefiniert.
Weiterhin gilt h € Iy = (f1,..., fm) mit deg(h) =dp 11 und Leitkoeffizient Y 7" | ri a; = a1
Betrachten wir nun das Polynom g¢:= f,,+1 — h. Dann folgt aus f,41€I,he€ [, C1, dass g=
fmy1—hel und g ¢ 1, da sonst f,1=g+h€ Ly,; also g €I\ I,. Aber nach Definition ist
deg(g) < deg(fm+1). Wir haben also ein Polynom g € I\ I,,, gefunden, dessen Grad echt kleiner
als der Grad von f,41 ist, im Widerspruch zur Wahl von f,,,;1 als Polynom minimalen Grades in
I\ I,. O

3.3. David Hilbert (1862 — 1943), deutscher Mathematiker, Physiker und Philosoph

3.4. Wir werden in Proposition 3.2 sehen, warum die Erzeuger von J auch unter den aj sein miissen.
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Aus Satz 3.1 ldsst sich ein interessantes (Gegen)beispiel gewinnen.

Beispiel 3.5. Wir betrachten den Polynomring Q[X7, X3 = Q[X,Y] in zwei Variablen iiber den
rationalen Zahlen. Nach Lemma 3.2 ist Q ein Hauptidealring und daher noethersch, also ist nach
Satz 3.1 auch Q[X, Y] noethersch. Sei I:=(X,Y) die Menge aller Polynome in Q[X,Y] ohne
konstante Koeffizienten; dann ist I kein Hauptideal. In der Tat, wire I = (f) fiir ein f € Q[X,Y],
so wiirde f | X und f|Y folgen, i.e. f==41. Also I=(f)=Q[X,Y], was offenbar ein Widerspruch
ist. Der Ring Q[X,Y] ist also ein noetherscher Ring, der kein Hauptidealring ist.

Diese Uberlegungen dienen als erster Schritt in unserer Konkretisierung/Prizisierung von Késtchen
2.2: Ideale scheinen eine gute Verallgemeinerung des Begriffes eines ,,R-Unterraums® zu sein. Wir
fahren auf diese Art und Weise fort.

Definition 3.2. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins mit a,b€ R. Wir sagen, dass a ein Teiler
von b ist, falls ein Element r € R existiert, sodass ar =b. Wir schreiben dann a|b, in Worten ,a
teilt b

Definition 3.3. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins mit a,b € R. Wir sagen, dass a und b
zueinander assoziiert sind, falls eine Einheit € € R* existiert, sodass a =eb. Wir schreiben dann
a~b.

Die Ahnlichkeit zu den analogen Definitionen in Z ist kaum zu iibersehen. Entsprechend iibertragen
sich Teile des folgenden Lemmas fast wortgleich aus Lemma 1.1.

Lemma 3.3. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Dann gilt:

(1) Die Relation ,~* ist auf R eine Aquivalenzrelation.

(2) Ist R sogar ein Integritdtsbereich, so gilt a|b und b|a genau dann, wenn a~b.
(3) Falls b|a fiir a,b€ R, so folgt be| ac fir alle c€ R.
)

(4) Sei a € R ein Teiler von by,...,b, € R,n €N und seien ¢y, ..., ¢, € R beliebig. Dann folgt,
dass a 2?21 c; b;.

Beweis. (1) Die Reflexivitat folgt aus a=1-a. Die Symmetrie folgt aus

a~b & a=eb & e la=b & b~a

fiir eine Einheit € € R*. Fiir die Transitivitdt sei angemerkt, dass falls a ~ b und b~ ¢, Einheiten
€1, &2 € R* existieren, sodass a=¢1-b und b=¢5- ¢, also

a:51~b=51-(52-0)2(51-52)-0

fiir die Einheit €;-£2 € R* (nach Lemma 2.1).

(2) Sei zunéchst vorausgesetzt, dass a|b und b| a. Dann ist ae; =b und beg =a fiir €1,e2€ R. Also
b= ac) = (b&?g) 1= b (52 51).

Da R ein Integritatsbereich ist, folgt o1 =1, also insbesondere £1,e2 € R*. Aber das heifst a ~b.
Die Umkehrung folgt unmittelbar.

(3) & (4) Der Beweis verlduft wie in Z (sieche Lemma 1.1). O
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Definition 3.4. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Ein Element p € R \ R* ungleich Null
heift irreduzibel, wenn aus p=a - b stets folgt, dass a oder b eine Einheit ist. Ferner heiflt p prim,
wenn fiir alle a,b € R aus p|ab auch p|a oder p|b folgt.

Beispiel 3.6. (1) In Z sind die irreduziblen Elemente von der Form =+p fiir eine Primzahl p € P.
(2) Wegen 0=0-0 ist 0 € R fiir einen beliebigen kommutativen Ring mit Eins nicht irreduzibel.

(3) Sind p, p’ € R mit p~ p’ und ist p sogar irreduzibel, so ist auch p’ irreduzibel. Es gilt ndmlich
p=c¢-p’ fiir eine Einheit ¢. Ist also p’=a-b fiir a,b € R, so auch p=c-p'=cab, i.e. ca oder b ist
eine Einheit. Da € € R*, muss also insbesondere a oder b eine Einheit sein.

(4) Sind p, p’ € R mit p~ p’ und ist p sogar prim, so ist auch p’ prim. Gilt p’|ab, dann folgt aus
Lemma 3.3, dass p=¢-p’|eab, sodass p|ea oder p|b. Also folgt p’|p|ea oder p’|p|b, i.e. p'|a
oder p’|b.

Lemma 3.4. Sei R ein Integritétsbereich. Ist p € R prim, dann auch irreduzibel.

Beweis. Sei vorausgesetzt, dass p € R Primelement ist mit p=a- b fiir fixierte a,b € R. Dann ist p
per Definition keine Einheit und nicht Null; wir miissen also nur zeigen, dass a oder b eine Einheit
ist. Da p prim ist, teilt p entweder a oder b. Nehmen wir beispielsweise an, dass p|a. Dann gilt
a=pr fiir r € R, sodass p=ab=(pr)b=p(rb). Aber R ist ein Integrititsbereich, also muss schon
folgen, dass rb=1, i.e., dass b Einheit ist. O

Beispiel 3.7. (1) Die Voraussetzung in Lemma 3.4, dass R ein Integritédtsbereich ist, ist wesentlich.
In Z /6 Z ist leicht zu tberpriifen, dass die Elemente 2, 3,4 prim sind, aber

gilt, also keines davon irreduzibel ist.

(2) Die Umkehrung von Lemma 3.4 gilt im Allgemeinen nicht. Sei R:=Q + R[X] der Ring der
reellen Polynome mit rationalen konstanten Koeffizienten. Dann ist das Polynom X in R irredu-
zibel, aber nicht prim: Aus X | (/2 X)? folgt nicht, dass X |2 X in R, da v/2 ¢ R.

Die Definition von primen und irreduziblen Elementen motiviert die folgende Definition.

Definition 3.5. Sei R ein Integritdtsbereich. Dann heifst R ein Ring mit Faktorzerlegung, falls
fiir alle r € R, sodass 7 #+ 0 und r keine Einheit ist, irreduzible Elemente py,..., p, € R existieren mit

n
r= H Di-
i=1

Sind diese Faktoren sogar eindeutig, im Sinne, dass falls eine weitere Zerlegung pi,..., p,, € R mit

n

m
r=[]ri=1] v
=1

i=1
erstens m =n gelten muss und zweitens eine Bijektion ¢: {1,...,n} —{1,...,m} existiert, sodass
i Np;(,») fiir alle i € {1,...,n}, so nennen wir R faktoriell>>.

3.5. Englisch: unique factorization domain (UFD)
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Aus Satz 1.1 folgt, dass Z ein Ring mit Faktorzerlegung ist und aus Satz 1.6 folgt, dass Z sogar
faktoriell ist. Diese Begriffe erlauben es uns, Kasten 2.2 etwas zu prézisieren:

Existiert eine ,,Division mit Rest* im Ring R,
so ist R ein Hauptidealring,

und deswegen sogar faktoriell.

Natiirlich ist die obige Implikationskette zurzeit eine Aussage, die wir noch nicht bewiesen haben.
Widmen wir uns zunichst einer etwas allgemeineren Frage: Ist R ein Hauptidealring, so sind seine
Ideal in gewissem Sinne ,eindimensional“. Anstatt (bis auf Weiteres) der Frage nachzugehen, ob
R dann auch faktoriell ist, nehmen wir an, dass R ein noetherscher Integrititsbereich ist, i.e. wir
haben nicht unbedingt ,eindimensionale”, sondern ,endlichdimensionale’ Ideale. Folgt dann, dass
R ein Ring mit Faktorzerlegung ist? Sogar, dass er faktoriell ist? Die Antwort auf die erste Frage
ist ja und die Antwort auf die zweite Frage ist nein, wie wir spéter sehen werden.

Satz 3.2. Sei R ein noetherscher Integritdtsbereich. Dann ist R ein Ring mit Faktorzerlegung.
Fiir den Beweis brauchen wir zuerst einige Hilfsresultate.

Lemma 3.5. Sei R ein Integrititsbereich. Dann gilt fiir alle a,b € R:
(1) (b) € (a) genau dann, wenn alb.
(2) (a) = (b) genau dann, wenn a~b.

(3) a ist genau dann irreduzibel, wenn (a) maximal unter den echten Hauptidealen von R
beziiglich der Mengeninklusion ist.

Beweis. (1) Falls (b) C (a), so folgt be (b) C (a), also b=ar fir r € R. Das heifit aber a|b.
(2) Das folgt aus (1) und Lemma 3.3 (2).

(3) Sei zuerst angenommen, dass a irreduzibel ist. Sei (a) C (b) # R fir b € R. Dann ist b keine
Einheit. Wegen (1) haben wir b| a, also a=br fiir r € R. Aber a ist irreduzibel, also muss r Einheit
sein, d.h. a~b. Aus (2) folgt (a) = (b).

Umgekehrt sei (a) nun unter den echten Hauptidealen von R beziiglich C maximal gewéhlt. Dann
ist a jedenfalls keine Einheit. Sei a=0r fiir b,7 € B und o. B. d. A. vorausgesetzt, dass r keine
Einheit ist; wir miissen zeigen, dass b Einheit ist. Es gilt (a) C (r) nach (1) und nach Voraussetzung
(a)=(r). Aus (2) folgt, dass a~r, i.e. b ist Einheit. O

Proposition 3.2. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Dann sind dquivalent:
(1) R ist noethersch.

(2) Jede aufsteigende Kette I; C 1o C - -+ von Idealen in R wird stationér, d.h., es existiert ein
Index N €N, sodass I,, = Iy fiir alle n > N.

(3) Jede nichtleere Menge Z von Idealen in R besitzt ein maximales Element beziiglich der
Mengeninklusion.

Beweis. (1)=(2) Sei I; CI;C - -- eine aufsteigende Kette von Idealen in R. Wir betrachten die
Vereinigung [ := Uff:l I,,; dann ist I ein Ideal. Offenbar ist I nicht leer, da0€l; CI. Fallsa,be I,
so gibt es Indizes k1, ko € N mit a € Iy,, b € It,. Setzen wir k :=max {k1, k2}, dann folgt a,b € I},
und insbesondere a — b € I, C I. Ist wiederum a € I und r € R, dann existiert k¥ € N mit a € I, und
damit auch ra € I, C 1. Also ist I ein Ideal.
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Da R noethersch ist, ist I endlich erzeugt. Sei I = (aq,...,ax) fir a1,...,ar € I. Fir jedes
j€{l,...,k} gibt es einen Index n; €N, sodass a; € I,,;. Sei N :=max {ny,...,ng}. Wegen I,,, C Iy
fir alle j €{1,...,n}, gilt a1,...,ar € Ix und deshalb I =(ay,...,ax) C Iy. Andererseits folgt per
Konstruktion von I, dass Iy C I, also I = Iy.

Fiir jedes n > N folgt nun Iy C I,, C I und da Iy =1 muss I,, = Iy gelten, d.h. die Kette [ C I, C---
wird ab dem Index N stationér.

(2) = (3) Sei Z eine nichtleere Menge von Idealen in R. Sei indirekt angenommen, dass Z kein
maximales Element hat. Weil Z nichtleer ist, konnen wir ein Ideal I; € 7 wéahlen; dann ist I; nicht
maximal, sodass ein Ideal I € Z mit I; C I existiert. Ebenso ist I> nicht maximal in 7, also muss
es Is €7 geben mit I1 C Is C Is und wir kénnen diesen Prozess fortsetzen, um eine unendliche
aufsteigende Kette I1y C I5C --- von Idealen in R zu finden, die nicht stationér wird, im Widerspruch
zur Annahme.

(3) = (1) Sei I ein beliebiges Ideal in R; wir wollen zeigen, dass I endlich erzeugt ist. Sei
Z:={J<R|JCI und J ist endlich erzeugt}.

Dann ist die Familie Z jedenfalls nicht leer, da (0) € Z. Nach Voraussetzung besitzt Z also ein
maximales Element Jy. Per Definition ist Jy endlich erzeugt mit Jy C I. Sei zum Widerspruch
angenommen, dass JoC I. Dann existiert a € I mit a ¢ Jy. Betrachten wir das Ideal J1:=Jo+ (a); da
Jo endlich erzeugt ist mit Jo=(ay,...,ax) fur as,...,a € R ist auch J1=(ay,...,ax,a) endlich erzeugt.
Dann ist Jy C J1. Aber offenbar gilt dann J; < R, J; C 1 und Jj ist endlich erzeugt, i.e. J; €Z, im
Widerspruch zur Annahme, dass Jp maximal in Z gew#hlt worden ist. Es muss also Jy=1 gelten. [J

Bedingung (2) in Proposition 3.2 wird aufsteigende Kettenbedingung (engl.: ascending chain con-
dition) genannt und ist auch aukerhalb der Algebra, insbesondere der Mengentheorie, gelaufig.
Kommen wir nun zum Beweis von Satz 3.2.

Beweis. Sei

Z:={(a)]|a#0,a¢ R* a hat keine Zerlegung in irreduzible Elemente}.

Wir zeigen, dass Z die leere Menge ist. Ware das nicht der Fall, so wiirde nach Proposition 3.2 ein
maximales Element (a) € Z fiir ein a € R existieren. Da a offenbar nicht irreduzibel ist, existieren
Elemente u,v € R\ R* mit a=wuv. Aus Lemma 3.5 (1) und (2) folgt, dass (a) C (u) sowie (a) < (v),
sodass wegen der Maximalitéit von (a) in Z nur die Moglichkeit (u), (v) ¢ Z verbleibt. Insbesondere
miissen v und v eine Zerlegung in irreduzible Elemente haben; dann hat aber auch das Produkt

a=uv eine Zerlegung in irreduzible Elemente; ein Widerspruch. Es gilt also tatsichlich Z=0. O

Damit haben wir erfolgreich bewiesen, dass jeder noethersche Ring ein Ring mit Faktorzerlegung
ist. Gilt auch die Umkehrung? Fiir die Antwort begeben wir uns ins Unendliche.

Beispiel 3.8. (1) Sei R ein Ring. Wir definieren den Polynomring R[X1, Xo,...] in abzdhlbar
unendlich vielen Variablen als

R[X1, Xp,...]:= | RIX1,..., X0]
n=1

mit der gewohnten Addition und Multiplikation aus Beispiel 3.3. Jedes Polynom f € R[ X1, Xo,...] ist
offenbar Element eines Polynomrings R[X7,..., X,;] in nur n Variablen. Sei R nun ein noetherscher
Integritdtsbereich. Dann ist R[X3,..., X,,] nach Proposition 3.1 (3) und Satz 3.1 auch ein noether-
scher Integritatsbereich und f hat damit nach Satz 3.2 eine Zerlegung in irreduzible Polynome in
R[X1,...,X,]. Somit ist R[X1, Xa,...] ein Ring mit Faktorzerlegung, der nicht noethersch ist. In
der Tat, die unendlich aufsteigende Kette von Idealen

(X1) C (X1, X2) (X1, X2, X3) C -+
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wird nicht stationédr, im Widerspruch zu Proposition 3.2 (2).

(2) Wie wichtig ist die Vorausssetzung, dass R in Satz 3.2 noethersch ist? Betrachten wir dazu
folgende Konstruktion.3-6 Sei S die Menge aller Folgen in Ng. Wir betrachten die formalen Monome

X“::X{ll 512...7 a:(ahaQ,...)ES,

wobei auch unendlich viele der a; von Null verschieden sein diirfen. Definieren wir R als den C-
Vektorraum mit diesen Monomen als Basis und versehen R mit der Multiplikation X X¢:= X +b,
so ist R ein Integritatsbereich. Die irreduziblen Monome in R sind dann (bis auf Multiplikation mit
Einheiten) genau die X;,¢ > 1. Zusammen mit der Beobachtung, dass die Faktoren eines Monoms
auch Monome sein miissen, folgt, dass X; X2 X3 -- = X011 ) keine endliche Faktorisierung in
irreduzible Elemente hat. Insbesondere ist R ein Ring ohne Faktorzerlegung.

(3) Ein weiteres Gegenbeispiel im Sinne von (2): Sei R:={f € Q[X]| f(0) € Z} zusammen mit der
tiblichen Addition und Multiplikation von Polynomen ein Ring. Da R ein Unterring von Q[X] ist,
ist R ein Integritdtsbereich. Sei zunédchst festgestellt, dass 2 keine Einheit in R ist. Ferner existiert
kein irreduzibles lineares Polynom mit konstantem Term Null. In der Tat, ist f € R mit deg(f)=1
und f(0) =0, so kénnen wir f=aX fiir ein a € Q schreiben und es folgt

aX:Q-(%X):?(Q-%X):---:Qk(%X) fiir k € N.

Insbesondere erhalten wir eine unendliche ,Faktorisierungskette®

1 1 1 1 1
X_2-(§X), 5X_2-(ZX>, §X_2-(WX>

fiir kK € Np. Also ist R kein Ring mit Faktorzerlegung. Offenbar ist R auch nicht noethersch (Satz

3.2), was wir konkret durch die aufsteigende Kette von Hauptidealen (X) C (%X) - (%X) (G

sehen konnen. Zuletzt sei noch bemerkt, dass obwohl R kein Ring mit Faktorzerlegung ist, irredu-
zible Elemente trotzdem existieren (beispielsweise 2); vgl. auch das vorherige Beispiel.

Satz 3.3. Sei R ein Ring mit Faktorzerlegung. Dann ist R genau dann faktoriell, wenn jedes
irreduzible Element von R auch prim ist.

Beweis. (=) Sei R faktoriell. Wir miissen zeigen, dass jedes irreduzible Element auch prim ist. Sei
also p € R irreduzibel. Angenommen, p teilt das Produkt ab fiir a,b € R; dann existiert ¢ € R mit
pc=ab. Sind a oder b Null oder eine Einheit, so ist p|a oder p|b unmittelbar erfiillt. Andererseits,
da R faktoriell ist, gibt es eindeutig bestimmte irreduzible Elemente p1,..., p, € R und p,41,...,
Pm € R mit

n m
a:sz— und b= H Dj,
i=1

j=n+1

d.h. pc= H:;l pi.- Da p selbst irreduzibel ist, folgt aus der Eindeutigkeit dieser Zerlegung, dass
p~p;fireinie{l,.. m}. Gilti€{l,...,n}, so folgt insbesondere, dass p|a und gilt i € {n+1,...,m},
muss jedenfalls p|b folgen. Somit ist p prim.

(<) Sei R nun ein Ring mit Faktorzerlegung, in dem jedes irreduzible Element prim ist. Sei r € R
mit

n m
TZH pz:H i
i=1 i=1

3.6. Vielen Dank an Noah Maxwell Arbesfeld (Universitdt Wien) fiir dieses Beispiel.
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fiir irreduzible Elemente ps,...,p, € R und pi,..., p, € R; wir wollen zeigen, dass diese Zerlegung
eindeutig ist, im Sinne von Definition 3.5.

Wir fithren Induktion nach m durch. Der Fall m =1 folgt unmittelbar. Sei vorausgesetzt, dass
die Behauptung fiir Zerlegungen der Lénge m — 1 bereits bewiesen ist. Aus H?zl pi= Hﬁl D)
folgt, dass p1 | HZZ1 pi. Da pp irreduzibel ist, ist es nach Annahme prim und daher existiert
je{l,...,m}, sodass pi|pj; nehmen wir o. B. d. A. an, dass p; | p]. Dann gibt es g€ R
mit p; ¢ = pj. Da p] irreduzibel ist und p; keine Einheit ist, folgt, dass q € R*, i.e. p1 ~ pi.
Wir kénnen ohne Einschridnkung annehmen, dass ¢ =1, also bekommen wir H;L:Q pi= H;ig D
Nach Induktionsvoraussetzung gilt also n —1=m — 1 und es existiert eine Bijektion ¢’:{1,...,
n—1}—{1,...,m—1} mit p; Np;,(i) fir i=1,...,n— 1. Insbesondere gilt n =m. Definieren wir
auflerdem

m, falls k=n,
e:{1,...,n}—={1,...,m}, 90(/6).—{ ©'(k), sonst

so folgt die Behauptung. O

Ein Integritdtsbereich ist also genau dann faktoriell, wenn die Begriffe ,prim“ und ,faktoriell*
zusammenfallen. Wir sind nun bereit die erste Implikation aus Késtchen 2.2 zu beweisen.

Satz 3.4. Jeder Hauptidealring R ist faktoriell.

Beweis. Da R ein Hauptidealring ist, ist R noethersch und somit ein Ring mit Faktorzerlegung,
nach Satz 3.2. Wir miissen noch zeigen, dass jedes irreduzible Element p € R auch prim ist. Seien
also a,b€ R mit p|abund o. B. d. A. pta; wir miissen zeigen, dass p|b. Wegen pta gilt a ¢ (p),
also insbesondere (p) C (a) + (p). Da R ein Hauptidealring ist, muss (a) + (p) ein Hauptideal sein.
Wegen Lemma 3.5 ist (p) unter den echten Hauptidealen aber maximal, sodass (a) + (p) = R gelten
muss. Also gibt es u,v € R mit au + pv=1, woraus folgt b=abu+bpv. Aus p|ab folgt also p|b,

d.h. p ist prim. O

Uns fehlt noch eine Prézisierung der ,Division mit Rest. Das wollen wir mit folgender Definition
erreichen.

Definition 3.6. Es sei R ein Integritdtsbereich. Dann heifst R euklidisch, wenn es eine Abbildung
w: R\ {0} — Ny gibt, sodass fiir alle a,b € R, mit b+ 0, Elemente ¢,r € R existieren mit a =bg+r
und r =0 oder w(r) <w(b).

Beispiel 3.9. (1) Der Ring Z der ganzen Zahlen ist ein euklidischer Ring, wenn wir w:Z \ {0} — N,
w(n):=|n| setzen.

(2) Jeder Korper K ist ein euklidischer Ring mit Bewertungsfunktion w: K \ {0} — Ny indem wir
beispielsweise w(z) =1 fiir alle € K setzen. Fiir x € K und 0+ y € K gilt ndmlich immer, dass

()

Proposition 3.3. Sei R ein euklidischer Ring beziiglich der Abbildung w: R \ {0} — Ny. Dann ist
R auch euklidisch beziiglich der Abbildung

w*:R\{0} =Ny, w*(r):= min w(s
O} = No w'():= _min w(s)

und erfiillt die Ungleichung w*(r) <w*(rs) fir alle r,s € R\ {0}.
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Beweis. Seien a,b€ R mit b+ 0. Dann existiert by € (b), sodass w(bg) =w*(b). Sei ¢ € R mit by=bc.
Da R euklidisch ist, gibt es o, 7 € R mit a=bg go+ r, wobei r =0 oder w(r) <w(by). Daraus folgt
a=(bc) gqo+r=">0(cqo)+r. Setzen wir q:=cqo, so folgt a=bg+r. Ist r=0, so ist der Beweis, dass
R beziiglich w* euklidisch ist, fertig. Ansonsten folgt w*(r) <w(r) <w(bg) =w*(b).

Um die Ungleichung zu zeigen seien r,s € R\ {0}. Dann gilt r|rs, also (rs) C (r) nach Lemma
3.5 (1), sodass

w*(r)= min w(s)< min  w(t)=w*(rs),

s€(r)\{0} T te(rs)\{0}

was wir zeigen wollten. g
Satz 3.5. Jeder euklidische Ring R ist ein Hauptidealring.

Beweis. Sei I <R ein Ideal in R, das nicht das Nullideal ist. Wir wéhlen a € I \ {0} so, dass
w(a) € Ng in I minimal ist. Ist b€ I beliebig, so existieren ¢,r € R mit b=aq+r und r =0 bzw.
w(r)<w(a). Dar=b—aqg€l und w(a) in I minimal ist, folgt »=0. Das heifit b=agq, i.c. b€ (a).
Es folgt, dass I = (a) und damit ist I ein Hauptideal, was zu zeigen war. ]

Der Polynomring Z[X] ist nach Beispiel 3.4 kein Hauptidealring und nach Satz 3.5 also kein
euklidischer Ring. Zusammenfassend ergibt das:

Ist R ein euklidischer Ring,
so ist R ein Hauptidealring,

und deswegen sogar faktoriell.

Zum Abschluss fithren wir noch einen wichtigen Begriffe ein.

Definition 3.7. Sei R ein Integritédtsbereich und A C R eine nichtleere Teilmenge von R. Wir
sagen, dass d € R ein gemeinsamer Teiler von A ist, falls d|a fiir alle a € A. Ein gemeinsamer Teiler
d von A wird Mazimalteiler genannt, falls fiir jeden gemeinsamen Teiler ¢ von A gilt, dass c|d.

Lemma 3.6. Sei R ein Integritdtsbereich, A C R eine nichtleere Teilmenge. Sei d € R ein Maxi-
malteiler von A und d’ € R. Dann ist d’ genau dann Maximalteiler, wenn d~ d’.

Beweis. Nehmen wir zunéichst an, dass d~d’. Dann gilt d|d’ und d’|d, also d~d’ nach Lemma
3.3 (2). Um die Umkehrung zu zeigen, nehmen wir an, dass d~d’. Dann folgt wieder aus Lemma
3.3 (2), dass d|d’ und d’|d. Ist a € A also beliebig, so folgt d’|d|a, da die Teilerrelation transitiv
ist, i.e. d’ ist ein gemeinsamer Teiler von A. Ist nun e € R ein weiterer gemeinsamer Teiler von A,
so folgt jedenfalls e| d|d’, sodass d’ tatsdchlich Maximalteiler von A ist. O

Proposition 3.4. Sei R ein faktorieller Ring. Dann hat jede nichtleere Teilmenge A C R von R
einen Maximalteiler.

Beweis. Sei

D:={xeR|x#0,z|a fir alle a € A}.

Dann ist D offenbar nicht leer. Sei /: R — Ny jene Funktion, die jedem Element die Lange seiner
(eindeutigen) Primfaktorisierung zuweist, wobei wir fiir Einheiten « € R vereinbaren, dass ¢(u)=0.
Jedenfalls gilt dann ¢(x) < {(a) fiir alle a € A und x € D. Somit ist ¢(D) C Ny eine von oben
beschrankte Teilmenge und wir konnen d € D mit ¢(d) maximal wihlen. Wir zeigen, dass d ein
Maximalteiler von A ist.
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Per Definition ist d ein gemeinsamer Teiler von A. Ist d’ € D beliebig, so miissen wir noch zeigen,
dass d’|d. Sei c € R ein gemeinsamer Faktor von d und d’ mit ¢(c¢) maximal. Schreiben wir dann

d=cy, d'=cy, y,yeR,

so wollen wir y’ € R* zeigen. Ist y’ aber keine Einheit, so folgt, dass y’ einen Primfaktor p|y’ hat.
Da £(cp) =£(c) + 1 und ¢ so gewihlt war, dass £(c) maximal unter allen gemeinsamen Faktoren
von d und d’ ist, folgt, ¢ptd und daher pty.

Sei a € A beliebig mit a=dz =cyz fiir ein z € R. Da d’| a, folgt c¢p|a und daraus cp|cyz, sodass
p|yz. Da p ein Primelement ist und p1{y, folgt p|z, d.h. dp|a. Insbesondere, weil a beliebig
gewahlt war, dp € D. Aber das ist ein Widerspruch dazu, dass d maximale Lange ¢(d) unter allen
Elementen von D hat, da £(dp) =£(d) 4+ 1. Somit muss y’ Einheit sein und d’|d. O

Eine Bemerkung: In vielen Lehrbiichern ist die Bezeichnung ,grofiter gemeinsamer Teiler anstatt
der hier eingefithren Bezeichnung des ,Maximalteilers” géngig. Streng genommen sind diese Begriffe
aber nicht (beliebig) austauschbar. In den ganzen Zahlen, ordnen wir die Menge der gemeinsamen
Teiler anhand der natiirlichen ,,<“-Ordnungsrelation. Fiir allgemeine Integritétsbereiche ist die
Existenz einer solchen Relation aber nicht garantiert, also miissen wir auf die schwéchere ,,|“-Qua-
siordnung zuriickgreifen. Das fiihrt dazu, dass Maximalteiler nur bis auf Assoziiertheit eindeutig
sind: Die Maximalteiler von 15 und 20 in Z sind 45, deren grofiter gemeinsamer Teiler hingegen
beschrankt sich nur auf +5.

4 Quotientenringe und Homomorphismen

Wir beschiftigen uns nun mit den Umkehrungen und einigen weiteren Implikationen von Késtchen
3.5. Wir wissen aus Beispiel 3.5, dass es noethersche Ringe gibt, die keine Hauptidealringe sind.
In Beispiel 3.8 (1) haben wir einen Ring mit Faktorzerlegung gesehen, der nicht noethersch ist, in
Beispiel 3.8 (2) einen Integritétsbereich, der kein Ring mit Faktorzerlegung ist. Wir beschéftigen
uns also mit folgenden Fragen:

=
R ist euklidisch 7 R ist ein Hauptidealring R ist faktoriell

L L
i 17y

R ist noethersch R ist ein Ring mit Faktorzerlegung

£

R ist ein Integritatsbereich

=
=

Wir werden auch weitere Gegenbeispiele fiir jene Implikationen sehen, die nur in eine Richtung
gelten. Folgende Proposition wird sich jedenfalls als niitzlich erweisen.

Proposition 4.1. Sei R ein Integritdtsbereich. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) R ist ein Korper.

(2) R[X] ist euklidisch mit w = deg, wobei der Quotient und der Rest sogar eindeutig bestimmt
sind.

(3) R[X] ist ein Hauptidealring.

Aktuell kénnen wir Proposition 4.1 noch nicht vollstdndig beweisen. Zum Beweis benétigen wir u.
a. folgendes Hilfsresultat.

Lemma 4.1. Sei R ein Integritdtsbereich und f, g € R[X]. Dann gilt:
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(1) deg(f - g)=deg(f)+deg(g).

(2) R[X]* ist die Menge der invertierbaren konstanten Polynome.

Beweis. (1) Das folgt sofort aus der Definition der Polynommultiplikation.

(2) Falls f-g=1 fir f,g€ R[X] mit f,g+#0, so gilt nach (1), dass

deg(f) +deg(g) =deg(f - g) =deg(1) =0.

Das kann nur der Fall sein, falls deg(f) =deg(g) =0. Dann sind aber f und g konstante Polynome,
die insbesondere in R invertierbar sein miissen. O

Definition 4.1. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und I < R ein echtes Ideal von R.
(1) I heiftt Primideal, falls fir alle r,s € R aus rs € [ auch r € I oder s €I folgt. Wir nennen
die Menge aller Primideale von R das Spektrum von R und schreiben

Spec R:={I < R|I Primideal}.

(2) I heifst mazimales Ideal, falls I in der Menge aller echten Ideale beziiglich C maximal ist;
i.e. falls fiir alle Ideale J <t R aus I CJ auch I =J folgt. Wir nennen die Menge aller maximalen
Ideale von R das maximale Spektrum von R und schreiben

MSpec R:={I < R | I maximales Ideal}.

Beispiel 4.1. (1) Sei R=7Z. Ist p € P eine Primzahl, dann ist pZ ein Primideal. Auferdem ist
auch das von Null erzeugte Hauptideal (0) ein Primideal. Allgemein gilt, dass R genau dann ein
Integritatsbereich ist, wenn (0) € Spec R.

(2) Sei wieder R=7Z. Ist p € P eine Primzahl, dann ist pZ auch ein maximales Ideal, aber (0) ¢
MSpec R. Allgemein gilt, dass (0) € MSpec R genau dann, wenn R ein Korper ist.

(3) Aus Lemma 3.5 (3) folgt, dass in einem Integritatsbereich R ein Element a € R genau dann
irreduzibel ist, wenn (a) in der Menge der echten Hauptideale von R maximal ist. Ist R also ein
Hauptidealring, dann ist a € R genau dann irreduzibel, wenn (a) ein maximales Ideal ist.

Lemma 4.2. Sei R ein Integritdtsbereich. Dann ist 0#a € R genau dann ein Primelement, wenn

(a) € Spec R\ {(0)}.
Beweis. Sei a € R prim und bc € (a) fiir b,c € R. Dann ist a ein Teiler von be und daher a|b oder af

¢, woraus b € (a) oder c € (a) folgt. Also (a) € Spec R\ {(0)}. Umgekehrt sei (a)# (0) ein Primideal;
dann folgt a#0 und a ¢ R*. Aus a|bc folgt be € (a), sodass b€ (a) oder c€ (a), d.h. a|b oder a|c.O

Ist R insbesondere ein Hauptidealring, so ist p € R genau dann prim, wenn p irreduzibel ist, sodass
in Hauptidealringen gilt Spec R=MSpec RU{(0)}. Das halten wir auch fest:

Proposition 4.2. Sei R ein Hauptidealring. Dann gilt Spec R =MSpec RU{(0)}.

Bis jetzt kennen wir nur eine Methode, um aus einem Ring R einen weiteren Ring zu schaffen. Wir
lernen jetzt eine weitere kennen.

Definition 4.2. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und I < R ein Ideal. Dann ist

R/I:={r+1|rcR}

27



Quotientenringe und Homomorphismen Algebra I

mit den Operationen

(a+1)+b+I):=(a+b)+1,
(a+I)-(b+1):=(a-b)+1

ein kommutativer Ring mit Einselement 1+ I. Wir nennen R /I den Restklassenring von R modulo
741

Wir haben Quotientenringe bereits unter dem Deckmantel der Restklassenringe in den ganzen
Zahlen kennengelernt. In der Tat, setzen wir R=Z und I =mZ fir me€Z, so gilt R/I=Z/mZ.
Setzen wir beispielsweise m =0, so erhalten wir Z /0Z =7 und setzen wir m=1, gilt Z/1Z={0}.
Intuitiv forcieren wir in R /I, dass alle Elemente in I dem Nullelement entsprechen (in den obigen
Beispielen setzen wir einerseits nur die Null auf Null bzw. ganz Z auf Null). Man vergleiche
Restklassenringe auch mit Quotientenvektorrdumen aus der linearen Algebra.

Beispiel 4.2. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und R[X] der Polynomring. Sei [ :=(X) das
von X erzeugte Hauptideal. Dann ist R[X|/(X)={f+ (X)| f € R[X]}, wobei wir

schreiben konnen. Also f+I=ag+I,i.e. R[X]/(X) ist die Menge der konstanten Polynome. Wir
kénnen R also mit R[X]/(X) identifizieren.

Proposition 4.3. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und I < R ein Ideal.
(1) I €Spec R genau dann, wenn R /[ ein Integritdtsbereich ist.

(2) I e MSpec R genau dann, wenn R /I ein Korper ist.

Beweis. (1) Wir miissen zeigen, dass R/ I nicht der Nullring und nullteilerfrei ist. Dazu bemerken
wir:

R /I nullteilerfrei, nicht Nullring < I <R und aus (r+1I)-(s+1)=1Ifolgt r+I=1I oder s+I=1
S IT<Rund aus rs+I=1 folgt r+1=1 oder s+1=1
< I<1Rund aus rse€ folgt r€ I oder se [
< I €Spec R.

(2) Sei I < R ein maximales Ideal. Nach Definition ist I # R, also ist R /I nicht der Nullring. Sei
also a+ 1€ R/I mit a¢ I beliebig. Dann folgt I C (a) +I= R, da I maximal ist, sodass ein b€ R
und s € I existiert mit ab+ s=1. Dann folgt aber ab—1=s€ 1, ie. (ab—1)+1=1 oder

(a+I)-(b+1)=ab+I=1+1,

d.h. a+ I hat multiplikatives Inverses b+ I.

Sei umgekehrt R /T ein Korper. Sei J < R ein Ideal mit I C J. Dann ist J = R. In der Tat, sei
a€ J\I. Dann existiert b€ R mit ab+I=(a+1)-(b+1)=1+1,1ie. ab—1€I1CJ. DaacJ
folgt insbesondere ab € J und damit 1 € J, d.h. J=R. ]

4.1. Andere Sprechweisen fiir R/I: Quotientenring, Faktorring.
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Beispiel 4.3. Setzen wir in Beispiel 4.2 R =Z, so sehen wir insbesondere, dass I = (X) ein
Primideal in Z[X] ist (da die ganzen Zahlen ein Integritétsbereich sind), aber kein maximales Ideal
(da die ganzen Zahlen kein Korper sind).

Satz 4.1. Jeder kommutative Ring R mit Eins hat ein maximales Ideal.
Beweis. Siehe [Conl8. O

Beispiel 4.4. (1) Ist R ein kommutativer Ring mit Eins und I <1 R ein maximales Ideal von R,
dann ist R/I nach Proposition 4.3 ein Korper und a fortiori ein Integrititsbereich, d.h. I ist ein
Primideal. Es gilt also MSpec R C Spec R.

(2) In Z ist Z/m Z genau dann ein Korper, wenn m eine Primzahl ist, i.e. die maximalen Ideale
von Z sind jene der Form Z/pZ, p € P. Die Primideale sind nach Proposition 4.2 dann von der
Form Z /pZ,p € P und das Nullideal.

(3) Beschrénken wir uns in Beispiel 3.3 nicht nur auf Folgen von Ny nach R mit endlichem Tréger,
sondern lassen auch unendlich viele Folgenglieder, die nicht Null sind, zu, so erhalten wir (vermoge
derselben Operationen) den Ring R[[X]] der formalen Potenzreihen. Offenbar gilt R[X] C R[[X]].
Gibt es auch einen Ring, der ,dazwischen liegt?

Sei K ein beliebiger Koérper mit rationaler Norm, d.h. es gibt eine Funktion |-|: K — Q, welche
die Eigenschaften einer Norm erfiillt. Sei

Ck :={(an)nen|Ve€Q,e>0:INEN:Vn,m > N:|a, —an|<e}
die Menge der Cauchyfolgen beziiglich |-|]. Wir definieren

(an)n€N+ (bn)nGN = (an + bn)nGNa
(an)nEN ' (bn)nEN = (an : bn)nEN

fiir Cauchyfolgen (an)nen, (bn)nen. Aus der Analysis wissen wir, dass diese Operationen wohlde-
finiert sind. Tatsédchlich ist (Ck, 4+, -) sogar ein kommutativer Ring mit Eins, wie leicht {iberpriift
werden kann. Ferner ist die Menge der Nullfolgen

Nk :={(an)nen€Ck |Ve€Q,e >0:IN€N:Vn > N:|a,| <e}

ein maximales Ideal in Cg. Damit ist K :=Cx / Nk ein Korper und, wie gezeigt werden kann
(siehe beispielsweise [Kall5], Kapitel 4.1), sogar vollstandig. Wir erhalten auferdem eine injektive

Abbildung ¢ : K — K, die jedem a € K das Element
i(a):=(a,a,a,...)+ Nk

zuweist. Setzen wir insbesondere K :=Q, so erhalten wir als Vervollstindigung von Q die reellen
Zahlen Q=R.

Ganz allgemein kann man mit einem dhnlichen Verfahren aus einem beliebigen normierten Vek-
torraum V' dessen Vervollstindigung V' konstruieren; diese ist dann ein Banach*?raum, in den V'
isometrisch und dicht eingebettet ist.

Dieses Beispiel entspringt einem allgemeineren Konzept und fiihrt uns zu folgender Definition.

4.2. Stefan Banach (1892 — 1945), polnischer Mathematiker
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Definition 4.3. Sei A eine nichtleere Indexmenge und (R;)qc 4 eine Familie von Ringen. Dann ist

H Ry:={(ra)aca |Ya€ A1, € Ry}
acA

ein Ring vermoge der komponentenweisen Operationen

(ra)aeA + (Sa)aEA = (ra + Sa)aeA»
(ra>a€A ' (Sa)aeA = (Ta : Sa)aEA-

Wir nennen Ha cA R, den Produktring der R, und sagen, dass Ha cA R, dufleres Produkt der R, ist.

Kehren wir nun zuriick zum noch ausstehenden Beweis von Proposition 4.1:

Beweis. (1) = (2) Seien f, g€ R[X] mit g+ 0 beliebig. Wir miissen zeigen, dass Polynome ¢,
r € R[X] existieren, sodass f = gq+r und deg(r) <deg(g). Ist deg(f) <deg(g), so konnen wir
einfach ¢ =0 und r = f setzen. Seien nun f=>" ja; X' g= Z;n:o bj X7 wobei m = deg(g) <
deg(f)=n. Wir fithren jetzt Induktion nach n: Ist n =0, dann folgt die Aussage unmittelbar aus
Beispiel 3.9 (2). Gilt die Aussage fiir n — 1, so setzen wir zunéchst s:= f — Z—Z -g-X"~™_ Dann
ist s € R[X] und deg(s) < deg(f); also gibt es nach Induktionsvoraussetzung qo,r € R[X], sodass
s=qopg-+r und deg(r) <deg(g). Daraus folgt aber, dass f= (qo +Z—:;X”*m) g+7r. Somit kénnen
wir ¢:=qo+ Z—;X"‘m setzen und die Behauptung folgt.

Zur Eindeutigkeit: Seien g1, g2,71,72 € R[X], sodass f=q1 g+ r1=q2 g+ 12 mit deg(ry),deg(r2) <
deg(g). Dann ist (¢1 — g2) g =72 —r1. Da im Fall g2 — ¢1 £ 0 folgen wiirde, dass

deg((q1 — q2) 9) = deg(q1 — q2) + deg(g) > deg(g),

giabe es einen Widerspruch zu deg(re — 1) <deg(g). Also ist ¢1 = g2 und r1 =ra.
(2) = (3) Das folgt unmittelbar aus Satz 3.5.

(3)= (1) Sei R[X] ein Hauptidealring. Wegen Beispiel 4.2 kénnen wir R[X]/(X) mit R selbst iden-
tifizieren. Da R nach Annahme ein Integritatsbereich ist, ist nach Proposition 4.3 R[X]/(X) also
auch ein Integritatsbereich, d.h. (X) ist ein Primideal in R[X]. Aber R[X] ist ein Hauptidealring,
daher (X) # (0) nach Proposition 4.2 auch ein maximales Ideal. Wieder aus Proposition 4.3 folgt,
dass R[X]/(X) ein Korper ist, insbesondere also R, was wir zeigen wollten. O

Um mehr iiber die Umkehrung ,HIR = euklidisch” in Ké&stchen 4 zu erfahren, werden uns Poly-
nomringe alleine also nicht weiterhelfen. Womoglich ist ein Zusammenspiel von Polynomringen
und den uns nun zur Verfiigung stehenden Quotientenringe ausreichend, um diese Frage zu kldren.

Lemma 4.3. (Korrespondenzsatz fiir Ideale) Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und
I <R ein Ideal. Dann entsprechen die Ideale J<JR/I von R/I bijektiv den Idealen J <R von R,
die I enthalten. Formal existiert also eine Bijektion

O: 7 :={JIR|ICT}—=T:={J<R/I}.
Beweis. Es sei m: R— R/I,w(r):=r+ I die natiirliche Projektion. Offenbar gilt
m(r+s)=n(r)+n(s), n(r-s)=n(r)-n(s), w(1)=1+4+1

und ferner ist 7 surjektiv.
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Sei J € J; dann ist 7(J) € J. In der Tat, seien a+ I,b+ 1 €n(J) und r+ I € R/I beliebig.
Dann existieren ag, by € J mit 7(ag) =ag+ I, 7(bo) =b+ I, und da 7 surjektiv ist auch ro € R mit
m(ro) =7+ I, sodass einerseits

(a+1I)—(b+1I)=m(ag) —m(bo) =m(ao—bo) € w(J),
da ag — bg € J, und andererseits
(r+1)-(a+1)=mn(rg) w(ag) =m(roag) € w(J)

wegen g ag € J folgt. Also folgt 7(J) € J.

Somit ist die Abbildung ®: 7 — J, ®(J):=7(.J) wohldefiniert. Wir zeigen, dass ® bijektiv ist.
Um die Surjektivitét zu zeigen, beweisen wir zunéchst, dass 7 1(J) € J fiir alle J € J. Sind a,
ben~1(J), so folgt

n(a—b)=m(a)—m(b) € J,

~— =~
eJ eJ

i.e. a —bem 1(J) und fiir beliebiges r € R gilt &hnlich

also auch ra € w~'(J). Es folgt, dass 7~ '(J) € J. Ist also J € J beliebig, so folgt aus der Surjek-

tivitdt von 7, dass ®(r~1(J)) =7 (7 ~1(J)) = J, wie gewiinscht.
Zur Injektivitat: Gilt ®(J) = ®(J’) fiir Ideale J, J' € J, so folgt
J=J+I=n(J)=0(J)=0(J ) =r(J)=J'+1I=J'
daICJ,J'. O
Als Anwendung davon haben wir folgendes hilfreiches Ergebnis.

Lemma 4.4. Sei R ein noetherscher Ring und I < R ein Ideal. Dann ist R /I noethersch.

Beweis. Sei J; CJoC --- eine aufsteigende Kette (jn)n21 von Idealen in R/I. Mit der Notation
von Lemma 4.3, existiert eine Bijektion ®: 7 — J, sodass (®1(J,))n>1 eine aufsteigende Kette
von Idealen in R ist. Da R noethersch ist, wird (®~1(.J,,)),>1 nach Proposition 3.2 stationér und
dementsprechend auch (®(®~1(J,)))n>1=(Jn)n>1, d.h. R/ ist noethersch. O

Unmittelbar folgern lédsst sich aus diesem Lemma, aus Proposition 4.3 und Satz 3.2:

Folgerung 4.1. Ist R ein noetherscher Integritdtsbereich und I € Spec R, dann ist R/1 ein
noetherscher Integritdtsbereich und in Folge ein Ring mit Faktorzerlegung.

Definition 4.4. Seien R und S Ringe.
(1) Eine Abbildung ¢: R— S heifit (Ring)-Homomorphismus, wenn fir alle r, s € R gilt, dass

P(r+s)=o(r)+é(s) und ¢(r-s)=¢(r)- ¢(s).

Haben R und S zusitzlich Einselemente 1p bzw. 1g, verlangen wir auch, dass ¢(1g) =1g und
nennen ¢ dann einen Homomorphismus (von R nach S) mit Eins.
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(2) Ein injektiver Homomorphismus heifit Monomorphismus oder (isomorphe) Einbettung und
wir schreiben ¢: R S.

(3) Ein surjektiver Homomorphismus heift Epimorphismus und wir schreiben ¢: R— S.

(4) Ein bijektiver Homomorphismus heifst Isomorphismus. Wir schreiben dann ¢: R = S und
R~ S. Man nennt R und S dann zueinander isomorph.

Beispiel 4.5. (1) Die Einbettungsabbildung tr: R — R[X] aus Beispiel 3.3 ist ein injektiver
Homomorphismus; hat R ein Einselement, dann ist ¢z auch ein Homomorphismus mit Eins. Ebenso
ist i : K — K aus Beispiel 4.4 ein injektiver Homomorphismus mit Eins.

(2) In Beispiel 4.2 haben wir gezeigt, dass R und R[X]/(X) miteinander identifizierbar sind (dieses
Faktum haben wir dann in Proposition 4.1 verwendet). Formal gilt also R~ R[X]/(X).

(3) Die natiirliche Projektion 7: R— R/ I, die wir im Beweis von Lemma 4.3 verwendet haben ist ein
Epimorphismus und wird dementsprechend auch kanonischer Homomorphismus bzw. kanonischer
Epimorphismus genannt.

(4) Fir alle Ringe R, S ist die Nullabbildung r +— 0g ein Homomorphismus. Haben R und S
allerdings Einselemente, so ist diese Abbildung nicht notwendigerweise (sofern das Null- und Eins-
element nicht zusammenfallen) ein Homomorphismus mit Eins.

(5) Die Identitdt auf einem Ring R ist immer ein Isomorphismus von R nach R.

Lemma 4.5. Seien R und S Ringe, ¢: R— S ein Homomorphismus. Dann gilt ¢(0g) =0s und
¢(—r)=—¢(r) fir alle r € R.

Beweis. Fiir beliebiges r € R haben wir
o(r)=¢(0r+71) = ¢(0r) + &(r),
i.e. ¢(0g)=0g und demnach
0s=¢(0r) = o(r+ (=) = &(r) + ¢(—7),
also ¢(—1) = —(r). 0

Im Gegensatz dazu folgt aus der Definition eines Ringhomomorphismus von R nach S ohne Eins
nicht, dass das Einselement von R ins Einselement von S iibergeht. Dementsprechend haben wir
den zusétzlichen Homomorphismus von R nach S mit Eins eingefiihrt, wo dies garantiert ist.

Definition 4.5. Seien R und S Ringe, ¢: R— S ein Homomorphismus. Dann heifit die Menge
ker p:={re R | ¢(r)=0s}
der Kern von ¢. Ferner definieren wir das Bild von ¢ als

im¢:={¢(r)|reR}.

Lemma 4.6. Seien R und S Ringe, ¢: R— S ein Homomorphismus. Dann gilt:
(1) ker ¢ ist ein Ideal von R und im ¢ ist ein Teilring von S.

(2) ¢ ist genau dann ein Monomorphismus, wenn ker ¢ = {Og }.

Beweis. (1) Seien 71,72 € ker ¢ und r € R beliebig. Dann gilt

P(r1—ra) = ¢(r1) — ¢(r2) =05 — 05 =03,
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also r; — ro € ker ¢, sodass ker ¢ eine additive Untergruppe von R ist. Ferner sehen wir ¢(rry) =
#(r) ¢(r1) = ¢(r) - 05 = 0g, also ist ker ¢ ein Linksideal. Ahnlich zeigt man, dass ker ¢ auch ein
Rechtsideal ist, i.e. ker ¢ ist ein Ideal von R.

Die Behauptung, dass im ¢ ein Teilring von S ist folgt unmittelbar aus der Definition von im ¢.

(2) Ist ¢ ein Monomorphismus, so folgt unmittelbar aus Lemma 4.5, dass ker ¢ trivial ist. Umge-
kehrt, falls ker  ={0r}, so folgt aus ¢(r1) = ¢(re) fiir ri,72 € R, dass ¢(r1 —r2) = ¢(r1) — ¢(r2) =0s,
also r1 —ro €ker ¢, d.h. 1 =rs. O

Satz 4.2. (Erster Isomorphiesatz fiir Ringe) Es sei ¢: R— S ein Ringhomomorphismus von
R nach S. Dann induziert ¢ einen Isomorphismus

¢*:R/ker ¢ >im ¢, ¢*(r +ker ¢) := p(r).

Insbesondere gilt R/ker ¢ Xim ¢.

Beweis. Sei K :=ker ¢. Wir zeigen schrittweise, dass ¢* ein wohldefinierter Isomorphismus von R
nach S ist.

Wohldefiniertheit: Seien 1,72 € R mit r1 + K =ro+ K. Dann gilt r1 —ro € K, also ¢(r1) — ¢(r2) =
¢(r1 —r2) =0. Insbesondere muss ¢(r1) = ¢(r2) gelten, d.h. ¢*(r; + K) = ¢*(ro+ K).

Homomorphieeigenschaft: Fiir alle r, s € R gilt

O ((r+K)+(s+K))=¢"((r+5)+ K)=d(r+5) = o(r) + ¢(s)
=¢*(r+ K)+ ¢*(s+ K).
Analog zeigt man, dass ¢* auch mit der Multiplikation vertraglich ist.

Injektivitdt: Ist 0= ¢*(r + K) = ¢(r) fiir ein r € R, so gilt offenbar r € K. Daraus folgt, dass
ker ¢* ={0+ K } und somit ist ¢* nach Lemma 4.6 (2) injektiv.

Surjektivitdt: Das folgt unmittelbar aus der Definition von ¢*. O

Beispiel 4.6. (1) Sei p € P eine Primzahl. Dann ist Z[X]/(p, X) ein Korper, da die Abbildung
¢:Z[X]|—=Fp,  o(f):=ao(modp) fir f:Z a; X,
i=0

Kern (p, X) hat mit Bild F,. Nach Satz 4.2 gilt also die Isomorphie Z[X]/(p, X) = F, und wir
sehen insbesondere, dass (p, X) ein maximales Ideal in F,, ist.

(2) Offenbar kénnen wir Beispiel 4.2 mit dem Ersten Isomorphiesatz fiir Ringe leicht formalisieren,
indem wir die Abbildung ¢: R[X] — R betrachten, die jedem Polynom f € R[X] sein konstantes
Glied zuweist.

5 Polynomringe

Definition 5.1. Sei S ein Ring und R < S ein Unterring von S.
(1) Es sei be S und f € R[X] beliebig mit f=3""_ a; X" fiir ao,...,a, € R. Wir definieren die
Abbildung

S paib, falls f#0,

evy: R[X]— S, f’_’evb(f)::{ 0, falls f=0
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genannt Fuvaluationsabbildung bei b€ S.

(2) Sei umgekehrt f € R[X] gegeben. Dann existiert eine natiirliche Zuweisung f+— F', wobei
F:S—5S, b— f(b):=ev(f).

Wir nennen dann b € S eine Nullstelle von f, falls f(b) =0 gilt, i.e. f €kerev,. Wir nennen
diese Zuweisung

Polfkt: R[X]— {¢: S — S Abbildung}.

Beispiel 5.1. Ist S ein kommutativer Ring mit Eins, so ist die Evaluationsabbildung offenbar ein
Ringhomomorphismus. Bei nicht-kommutativen Ringen ist das nicht der Fall. Sei beispielsweise
R =S5 = My(Z) der Matrizenring aus Beispiel 2.2 (3). Setzen wir f:=X — A und g:=X + A fiir

fixiertes A € My(Z), dann folgt f-g= X?— A% Insbesondere sei Az( 1 8 ) und B ::( (1) (1) ) Dann

o me e (1IN 10V _ (01
ewirea=pr-a=( {0 ) =(10)=( 4 ) ave
+

camato=((3)-C (3 (1)-(4 %)

also ist evp nicht multiplikativ.

gilt

In den reellen Zahlen verwenden wir die Begriffe ,,Polynom“ und ,Polynomfunktion“ synonym.
Formal ist Poltkt in R[X] also injektiv. Wann ist das allgemein der Fall, i.e. wann kann man
ein Polynom mit seiner Polynomfunktion identifizieren? Seien dazu f, g € R[X] mit Polfkt(f) =
Polfkt(g). Dann gilt:

Poltkt( f) =Poltkt(g) < f(b) = g(b) fiur alle be S
Sevp(f)=ew(g) fur alle be S
Sevp(f—g)=0firallebe S
& f—g€kerev, fiir alle be S

s f—ge ﬂ ker evy,.
bes

Also ist Poltkt genau dann injektiv, wenn (), _ s ker ev, trivial ist. Bei reellen Polynomen ist das
offenbar der Fall, aber das ist nicht immer so:

Beispiel 5.2. Betrachten wir die Polynome f:= X5 g:=X in S:=7Z/5Z. Dann gilt

also f=g. Somit gilt 0# X° — X € ), s kerevs.

Proposition 5.1. Sei K ein Korper und f € K[X] ein Polynom mit deg(f)>0. Es gilt:
(1) f € K[X]* & deg(f) =0.
(2) Ist deg(f) =1, dann ist f irreduzibel in K[X].

(3) Ist deg(f)>1 und hat f eine Nullstelle « € K, dann folgt (X — )| f. Insbesondere gilt fiir
f reduzibel dann, dass deg(f)> 1.

(4) Ist deg(f) =2 oder deg(f) =3, dann ist f genau dann irreduzibel, wenn f keine Nullstelle
in K hat.
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Beweis. (1) Siehe Lemma 4.1.
(2) Ist deg(f) =1, dann gilt f € K[X], wobei f#0 und f¢ K[X]* nach (1). Sei g € K[X] mit g|
f; dann gibt es g € K[X] mit f= gq, sodass

1=deg(f)=deg(gq) =deg(g) + deg(q).

Dann muss aber mindestens eines der Polynome von Grad Null sein, i.e. Einheit.

(3) Sei deg(f)>1und f(a)=0. Sei g:=X — . Nach Proposition 4.1 ist K [X] euklidisch beziiglich
deg, sodass ¢,r € K[X]| mit f = gq+r existieren und deg(r) < deg(g) =1. Dann folgt

0= f(a)=9(a) g() +r(e),

also r(a) =0. Daraus folgt f=gq,i.e. g| f. Ist deg(f) >1, so ist deg(q) >0, also f nicht irreduzibel.

(4) Sei deg(f) =2 oder deg(f) =3. Falls f eine Nullstelle & € K hat, dann ist f nach (3) nicht
irreduzibel. Umgekehrt, nehmen wir an, dass f nicht irreduzibel in K[X] ist. Dann kénnen wir
f=pgq mit p, g € K[X] schreiben, wobei p, ¢# 0 und p, ¢ ¢ K[X]*. Insbesondere ist deg(p) >0 und
deg(q) >0, sodass aus

deg(p) + deg(q) = deg(pq) = deg(f) € {2,3}

folgt, dass einer der beiden Grade genau Eins ist. Sei o. B. d. A. angenommen, dass deg(p) =1,
also p=a; X + ay fiir ap,a; € K und a; #0. Dann gilt aber fiir o:=(—ag) art, dass

f(a)=p((~ao)ar) a((~ao) ar ") = (a1 (~ao) ai ' + ao) ¢((~ao) a; ') = 0.

Also hat f eine Nullstelle bei a € K. O

Daraus ergibt sich ein wohlbekanntes Resultat:

Folgerung 5.1. Sei K ein Korper und f € K[X] nicht das konstante Nullpolynom. Dann hat f
hochstens deg( f) Nullstellen.

Beweis. Man wende vollstandige Induktion nach deg(f) an und verwende dann Proposition 5.1
(3). |

Die Annahme, dass K ein Korper ist, ist wesentlich, wie folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel 5.3. (1) Das Polynom 2 X hat in Z/4Z die zwei Nullstellen 0 und 2, obwohl deg(2X)=1.

(2) Das Polynom f:=X*+2X2%2+4+1=(X2+1)? ist offenbar reduzibel in R[X], hat aber keine
reellen Nullstellen. Das zeigt, dass die Annahme deg(f)=2,3 in Proposition 5.1 (4) wichtig ist.

Folgerung 5.2. Sei K ein Korper und f € K[X] ein irreduzibles Polynom. Dann ist K[X]/(f)
ein Korper.

Beweis. Da f irreduzibel ist, ist (f) im Hauptidealring (wegen Proposition 4.1) K[X] maximal
und somit ist K[X]/(f) nach Proposition 4.3 sogar ein Korper. O

Spéter hilfreich sein wird dieses Resultat, das umgangssprachlich auch als ,,Freshman’s Dream'
bekannt ist:

Lemma 5.1. Sei p € P eine Primzahl. Dann gilt in F,[X, Y],

(X +Y)P=XP4YP.
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Beweis. Da F,[X,Y] ein kommutativer Ring ist gilt nach dem Binomischen Lehrsatz

Mw

(X+Y)P= (z) XPkyk,

k=0

Untersuchen wir den dort vorkommenden Binomialkoeffizienten Z) fiir 0 <k < p. Per Definition
. p\ _ p!
haben wir (k> =B

also p!= (i) (p— k)'k!; insbesondere teilt p die rechte Seite dieser letzten
Gleichung. Da p eine Primzahl ist, gilt p| (2) oder p|(p —k)! oder p| k! und offenbar ist wegen

0< k < p die einzige Moglichkeit p| (2) Folglich fallen alle Summanden mit 0 < k < p aus der obigen
Summe weg und es verbleibt

(X +Y)P= (g) XP0yo0 (Z) XPPYP=XP4YP,

Unmittelbar hat dieses Lemma den Kleinen Satz von Fermat®-! als Konsequenz.
Lemma 5.2. (Fermat) Sei p € P eine Primzahl. Dann gilt a? =a (mod p) fiir alle a € Z.

Beweis. Es reicht die Behauptung fiir natiirliches a zu zeigen, indem wir vollstdndige Induktion
nach a € Ny fithren. Fiir a =0 ist die Aussage offensichtlich wahr und setzen wir voraus, dass sie
fiir a € Ng stimmt, so folgt aus Lemma 5.1 sofort

(a+1)P=aP+1P=a+1,

was zu zeigen war. O

Kehren wir nun zum Studium von Polynomringen zuriick. Unter anderem ergibt sich folgende
wichtige Anwendung aus dem anfénglich etwas unscheinbar wirkenden Korollar 5.2:
Satz 5.1. Es gilt CR[X]/(X2+1).

Dazu zunéchst Wiederholung eines bekannten Hilfssatzes.

Lemma 5.3. Sei f € R[X] ein Polynom und { =a+b+/—1 mit a,b R eine Nullstelle von f. Dann
ist auch £ =a —b+/—1 eine Nullstelle von f.

Beweis. Sei f=3"" a; X" fiir ag,...,an € R und n=deg(f). Ist f(§)=0, so folgt

1=0
und daher
f(g):Z al(gy:Z algizz azglzz azngoa
1=0 1=0 1=0 1=0
wie gewlinscht. O

Der Beweis ist nun eine einfache Anwendung von Satz 4.2.

5.1. Pierre de Fermat (1607 — 1665), franzdsischer Mathematiker und Jurist
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Beweis. Da X2+ 1 keine reellen Nullstellen hat, ist das Polynom X2+ 1 in R[X] nach Proposition
5.1 (4) irreduzibel, sodass

R[X]/(X?+1)
nach Folgerung 5.2 ein Korper ist. Nach Beispiel 5.1 ist
¢o:RX]=C,  ¢(f):=evy=(f)=f(V-1)

ein Homomorphismus und sogar surjektiv. In der Tat, ist z=a +b+/—1 mit a,b € R eine komplexe
Zahl, so gilt ¢(a+bX)=a+b+/—1 =z Weiterhin ist ker ¢ = { f e R[X]| #(f) = f(/=1) =0}, i.e.
die Menge der reellen Polynome f mit Nullstelle /—1. Aus Lemma 5.3 ist fiir diese Polynome
auch —/—1 eine Nullstelle, f hat also Teiler X 4+ +/—1 nach Proposition 5.1, i.e. f€ (X2 +1).
Daraus folgt ker ¢ = (X2 + 1), sodass aus dem Ersten Isomorphiesatz fiir Ringe (Satz 4.2) folgt,
R[X]/(X?+1)~im ¢ und da ¢ surjektiv ist, insbesondere

R[X]/(X2+1)=C,

was zu zeigen war. O

Tatsichlich verhélt sich (wenig iiberraschend) der Kérper R[X]/(X?2+ 1) wie die bereits bekannten
komplexen Zahlen und verfiigt iiber deren gewohnten Eigenschaften. Es ist also nicht nur denkbar,
die Isomorphie von R[X]/(X?+ 1) und dem bereits bestehenden®2 Objekt C zu zeigen, sondern
die komplexen Zahlen ausgehend von R[X]/(X?+ 1) zu definieren.

Setzen wir dazu I:=(X?+ 1) als das von X2+ 1 erzeugte Hauptideal in R[X]. Definieren wir
dann

V-1 =X+1,
so folgt

(V-1 =(X+I1)?=(X*+1)=—1+1,

wobei —1+ I genau das additive Inverse der Eins in R[X]/I =R[X]/(X?+1) ist. Die Zahl \/—T,
spielt also die Rolle der imagindren Einheit in diesem neuen Korper. Weitere Beobachtung zeigt
auserdem, dass

R[X]/I:{f+[|feR[X]}:{zn: aiXi+I|a0,...,a1€R}

i=0
={ap+a1 X +1]|ap,a1 €R},

wobei die Addition und Multiplikation von Elementen ag+ a3 X +1 in R[X]/T jener in C entspricht.
Das legt nahe, C als die Menge der Restklassen ag+ a1 X + I zu definieren mit ,reellem Teil* aqg,
simagindrem Teil* a; und ,imagindrer Einheit* \/—1, =X + .53

Ebenfalls erhalten wir die Einbettung
pr: R R[X] —R[X]/(X%2+1)
LR ™

der reellen Zahlen in den komplexen Zahlen. Das Bild im pgr = pr(R) entspricht genau dem Unter-
korper {a+0+/—1]a€R}. Die Bedeutung der komplexen Zahlen ergibt sich daraus, dass C nicht
nur topologisch vollstandig ist (beziiglich der gewohnten euklidischen Metrik), sondern auch das
algebraische Pendant erfiillt, die sogenannte algebraische Abgeschlossenheit.

5.2. Platonisten mogen hier ,bestehend* lesen, Formalisten ,eingefiihrt” und Konstruktivisten ,konstruiert®.

5.3. Alternativ ergibt sich aus dieser Darstellung ein expliziter Isomorphismus ag+ a1 X — ag+ a1/ —1 in Satz 5.1.
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Lemma 5.4. Es sei K ein Korper und f € K[X] ein Polynom. Dann sind dquivalent:
(1) f ist genau dann irreduzibel, wenn deg(f)=1.
(2) Ist f nicht konstant mit n:=deg(f), dann gibt es eindeutig bestimmte ay, ..., «;, mit

f=ao ] (X —a).
1=1

(3) Falls f nicht konstant ist, hat f eine Nullstelle in K.

Beweis. (1)=(2) Sei f € K[X] nicht-konstant mit f=>"" | a; X*. Da K[X] ein Hauptidealring ist
(Proposition 4.1) und daher faktoriell (Satz 3.4) gibt es eindeutig bestimmte irreduzible Polynome
P1s-- Pm € K[X], sodass f=e- [, p; fiir eine Einheit ¢ € K[X]*. Nach Annahme gilt p;=c¢; X +b;
mit ¢; #0 fiir jedes i € {1,...,m}, sodass

m
f:eri:e (ci X +b;).
i=1

m
i—1

?

Aus Proposition 4.1 (1) folgt, dass m =n, also
Sei

dann folgt f=ao [, (X — ).
(2) = (3) Das folgt unmittelbar aus der Darstellung von f als Produkt von Linearfaktoren.

(3)= (1) Sei fe K[X] irreduzibel. Dann ist f nicht das Nullpolynom und keine Einheit, daher
deg(f) > 1. Nach Annahme hat f also eine Nullstelle a € K; also folgt aus Proposition 5.1 (3),
dass X — a das Polynom f teilt. Da f aber irreduzibel ist, muss schon f~ X — « gelten, d.h.
deg(f)=1. O

Definition 5.2. Ein Korper, der die dquivalenten Bedingungen aus Lemma 5.4 erfiillt, heifst
algebraisch abgeschlossen.

Satz 5.2. (Fundamentalsatz der Algebra) C ist algebraisch abgeschlossen.
Beweis. Siehe [Kall5| fiir eine der unzéhligen Beweismethoden. ]
Satz 5.3. Es existiert kein endlicher algebraisch abgeschlossener Korper.

Beweis. Sei vorausgesetzt, dass K ein endlicher algebraisch abgeschlossener Kérper mit Elementen
a1, ...,a, € K ist. Da K insbesondere ein Integritéitsbereich ist, gilt n >2 mit 0# 1. Dann hat
aber das nicht-konstante Polynom

1+ H (X — Oéi)
i=1
keine Nullstelle in K, im Widerspruch zu Lemma 5.4. 0
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6 Quadratische Zahlkorper und Ganzheitsringe

Wir kennen mittlerweile einige interessante und hilfreiche Konstruktionen von Ringen. Eine weitere
Konstruktion, um Gegenbeispiele von Késtchen 3.5 zu finden, fithren wir jetzt ein.

Sei d € Z mit d#0 und d# 1 eine quadratfreie ganze Zahl (d.h., aus n|d und n=m? fiir ein
m € Z folgt, dass n=1). Wir setzenS!

X2 —d, falls d=2,3 (mod 4),

PETY X2 X 4222 falls d=1 (mod 4)

sowie

Vd, falls d=2,3 (mod 4), . —V/d, falls d=2,3 (mod 4),

Wy = s [ —
! +2\/E, falls d=1 (mod 4) ! ! _2\/37 falls d=1 (mod 4).

Dann ist pg ein ganzzahliges Polynom, also Element von Z[X], somit von Q[X] und als Polynom
in Q[X] sogar irreduzibel. In der Tat zerfallt pg= (X — wq) (X —wj) in Linearfaktoren iiber C,
wobei aber v/d ¢ Q, da wir d quadratfrei gewihlt haben, sodass per Definition wg,w; ¢ Q. Es folgt,
dass pq keine rationalen Nullstellen hat, nach Proposition 5.1 (4) also irreduzibel in Q[X] ist. Aus
Folgerung 5.2 folgt, dass Q[X]/(p4) ein Korper ist.

Definition 6.1. Wir nennen den Koérper

Q(Vd) :=QX]/(pa),

fir deZ\ {0,1} quadratfrei, quadratischen Zahlkdrper.
Die Elemente dieses Korpers kénnen dhnlich wie in C dargestellt werden:

Lemma 6.1. Es gilt
Q(vVd)={a+bVd|a,be Q}.

Beweis. Sei, ahnlich wie im Beweis von Satz 5.1
¢:QX]—C, o(f):= f(wa)

die Evaluationsabbildung. Ist f € Q[X] ein beliebiges Polynom, so folgt aus Proposition 4.1, dass
f=qpa+r fir g,r € QX] und deg(r) < deg(pq) =2. Wir kénnen also r =a+bX fiir a,be€ Q[X]
schreiben, sodass

f(wa) =a+buwg.
Liegt f im Kern von ¢, so gilt a 4+ bwg=0; insbesondere folgt aus wy ¢ Q, dass a=b=0. Daraus
folgt r=0 und f = qpq4, i.e. ker ¢ = (pq).

Aus der obigen Bemerkung wissen wir im ¢ = {a +bwy | a, b€ Q}. Wir zeigen, dass im ¢ =
{a+b+y/d|a,beQ}. Ist d=2,3(mod4), so gilt per Definition wy=+/d; sei also d=1(mod 4) und
daher wg= #. Sei a4+ bwg €im ¢ fiir a,b € Q beliebig. Einsetzen liefert dann

a—&-bwd:a-i-wz<a+g>+g\/a€{a+b\/a|a,b€@}~

6.1. Der Grund, warum wir pq und wg so wahlen, wird in Proposition 6.3 aufgeklart.
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Sei umgekehrt p+ ¢ +/d mit p, ¢ € Q. Schreiben wir v/d = 2wy — 1, so folgt

p+qVd=p+qQRuwi—1)=(p—q)+2qws €im ¢.

Die Behauptung folgt also aus Satz 4.2. a

Auf diese Weise ist es dann natiirlich Q(y/d) als zweidimensionalen Vektorraum iiber Q (vermoge
der gewohnten Vektoraddition und Skalarmultiplikation) mit Basis {1, d} bzw. {1,ws} bzw.
{1,wj} aufzufassen. Wir sagen dann, dass Q(v/d): Q eine Korpererweiterung vom Grad

[Q(vd): Q] = dimg (Q(Vd)) =2

ist. (Mehr dazu im Kapitel iiber Kérper.)

Lemma 6.2. Q(\/d) ist ein zweidimensionaler Q-Vektorraum mit Basen {1,+/d}, {1, ws} und
{1,wi}.

Beweis. Identifizieren wir, Lemma 6.1 folgend, Q(\/E) als Teilkorper von C, so folgt unmittelbar,
dass Q(\/E) ein Vektorraum iiber QQ ist. Weisen wir nun nach, dass die behaupteten Mengen auch
Basen dieses Vektorraums sind.

Offenbar ist {1,1/d} ein Erzeugendensystem. Sei a +b+/d =0 mit a,b€ Q. Gilt b+ 0, so folgt,
dass vd = f% € Q, ein Widerspruch zur Irrationalitit von v/d. Demnach muss a =b=0 gelten.

Somit ist {1,v/d} eine Basis von Q(v/d) und dimgQ(v/d) = 2.

Es verbleibt noch zu zeigen, dass auch {1,w;} eine Basis ist; der Nachweis fiir {1,w;} ist dhnlich.
Im Fall d=2,3 (mod4), gilt wy=+/d, sodass wir annehmen kénnen, dass d=1 (mod 4). Ist aber

st (152) () 34

fiir a,b € Q, so folgt aus der linearen Unabhingigkeit von {1,v/d}, dass a =b=0, also ist auch
{1,wy} eine Basis von Q(v/d). O

Proposition 6.1. Sei Oy:=Z[X]/(p4) ein kommutativer Ring mit Eins. Dann ist

¢a: 04— Q(Vd),  ¢a(f+ paZ[X]):= f+ paQ[X]

eine isomorphe Einbettung von Ringen.

Noch konnen wir diese Proposition nicht beweisen; sie hat aber interessante Konsequenzen, die
weitere Hinweise zu den Umkehrungen in Késtchen 4 liefern werden, wie folgendes Ergebnis zeigt.

Folgerung 6.1. Das Hauptideal (pg) ist in Z[X] prim.

Beweis. Sei ¢ die Abbildung aus Proposition 6.1. Da Q(y/d) als Korper nullteilerfrei ist, ist
insbesondere im ¢ < Q(v/d) nullteilerfrei. Aber im ¢ Oy, also ist Oy=Z[X]/ (pa) nullteilerfrei und
daher ein Integrititsbereich. Aus Proposition 4.3 folgt, dass (pg) ein Primideal in Z[X] ist. O

Definition 6.2. Sei R ein faktorieller Ring und f € R[X] mit n:=deg(f) und

n
f:Z a; X%  ag,...,anER,
i=0
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nicht das Nullpolynom. Dann heift f primitiv, wenn ein (und damit jeder) Maximalteiler von
{ao, ...,an} eine Einheit in R ist.

Beispiel 6.1. Sei f:=3"" a; X" in R[X], R faktoriell.

(1) f ist offenbar primitiv, so a, ~ 1. Falls sogar a, =1 gilt, nennen wir f normiert bzw.
monisch.

(2) Ist f irreduzibel und deg(f) > 1, dann ist f primitiv, da jedes nicht primitive Polynom durch
Rausfaktorisieren des nichttrivialen Maximalteilers der Koeffizienten offenbar reduzibel ist.

Das folgende Lemma wurde von Gauk®? in seinen Disquisitiones Arithmeticae (1801) prasentiert.

Lemma 6.3. (Lemma von Gaufl) Sei R ein faktorieller Ring und seien f, g € R[X] primitive
Polynome. Dann ist das Produkt f- ¢ auch primitiv.

Beweis. Wir schreiben fiir n:=deg(f), m:=deg(g), die Ausdriicke f=3Y""_ ja; X", g=37" b; X"
an. Nehmen wir indirekt an, dass f- ¢ nicht primitiv ist. Dann existiert ein irreduzibles Element
p € R, sodass p| Zf:o a; bi—; fir alle k € Ng. Da f und g primitiv sind, existieren minimale
ip€{0,...,n} und jo€{0,...,m}, sodass einerseits p{a;, und p1b;,. Sei ko:=1io+ jo und betrachten
wir den ko-ten Koeflizienten 27):0 @y bg,—o; nach Annahme ist p Teiler davon. Fiir £ <1y folgt aus
der Minimalitét von i, dass p|ay, also p| Z;:OI agbry—¢ und daher

ko
p| Z Qy bko_g.

L=ig

Andererseits folgt fiir £ > 1ig, dass ko — £ < ko — i9 = jo, also p|by,—¢, sodass auch

ko
p| Z Qyp ka,g.

f=ig+1

Insgesamt ergibt sich daraus p|a;,br,—i, = @i bjo- Da R faktoriell ist, ist p nach Satz 3.3 auch prim,
sodass p|a;, oder p|bj,; das ist ein Widerspruch. Es folgt, dass f- ¢ primitiv sein muss. O

Ein alternativer, eleganterer Beweist-3:

Beweis. Sei v € R ein gemeinsamer Teiler der Koeffizienten von f-g¢. Angenommen, v ¢ R*. Sei
p € R ein irreduzibler Faktor von 7. Da R faktoriell ist, ist p ein Primelement, also R':= R/(p)
ein Integritétsbereich. Insbesondere ist nach Proposition 3.1 R’[X] ein Integritatsbereich.

Sei m: R— R/, 7(r):=r+ (p), die kanonische Projektion. Definieren wir weiters

n

¢: R[X]— R[X], ¢<Z a,»Xi) = w(a) X

=0

fiir ein Polynom mit Koeffizienten a; € R,0<i <n. Da jeder Koeflizient von fg € R[X] nach
Annahme durch p teilbar ist, folgt ¢(f) ¢(g) = &d(fg) =0¢€ R'[X]. Da R'[X] ein Integritdtsbereich
ist, folgt ¢(f) =0 oder ¢(g) =0, ein Widerspruch dazu, dass f und g primitiv sind. Also ist v € R*
und folglich ist f- g primitiv. O

6.2. Carl Friedrich Gauf (1777 — 1855), deutscher Mathematiker, Statistiker, Astronom, Geodit, Elektrotechniker
und Physiker

6.3. Vielen Dank an Jianghua Lu (The University of Hong Kong) fiir diesen Beweis.
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Ist f:=3"" ,a; X"€Z[X] nicht Null, dann ist %~ f mit d:=ggT(ag,...,ay,) ein primitives Polynom
in Z[X]. Somit kénnen wir aus beliebigen Polynomen g:=3>"" i—z X'e Q[X], g#0 primitive
ganzzahlige Polynome erhalten, indem wir g zuerst mit dem Produkt H:;O ¢; multiplizieren, um
g":=(I1;~y i) - g € Z[X] zu erhalten und dann auf primitive Gestalt bringen.

Lemma 6.4. Ein primitives Polynom f € Z[X] ist in Z[X] genau dann irreduzibel, wenn es in
Q[X] irreduzibel ist.

Beweis. (<) Nehmen wir an, dass f in Q[X] irreduzibel ist und sei f=g-h fir g, h € Z[X];
wir wollen zeigen, dass g oder h in Z[X] Einheit ist. Da f € Q[X] irreduzibel ist, folgt, dass
g oder h in Q[X] Einheit ist. Nehmen wir o. B. d. A. an, dass g € Q[X]*= Q*. Dann folgt
g€ Q*NZ[X]=Z\{0}. Schreiben wir fiir n:=deg(f) das Polynom f als f=3""_ a; X" fiir a,...,
an €7, so folgt g|a; fir allei €{1,...,n}. Nach Annahme ist f primitiv, also folgt, dass g Einheit
in Z[X] ist.

(<) Sei vorausgesetzt, dass f € Z[X] irreduzibel ist und sei f=g-h fiir g, h € Q[X]; wir wollen jetzt
zeigen, dass g oder h in Q[X] Einheit ist. Nach unserer obigen Bemerkung existieren p, ¢ € Q, sodass
p-gund ¢-h in Z[X] primitiv sind. Nach Lemma 6.3 ist dann auch (p-g)-(¢-h)=(pq)-(gh)=pqf
in Z[X] primitiv. Da f selbst primitiv ist, folgt zunéchst, dass pq € Z und nun aus der Primitivitit
von pqf sogar pg==1, ie. £f=(pg)-(qh), sodass aus der Irreduzibilitit von f in Z[X] folgt,
dass pg oder ¢h Einheit in Z[X] ist. Insbesondere ist dann g oder h aber Einheit in Q[X], was wir
zeigen wollten. g

Beispiel 6.2. Die Bedingung, dass f in Lemma 6.4 primitiv ist, ist wesentlich. Beispielsweise ist
f=2X 42 in Z[X] nicht irreduzibel, da f=2 (X + 1), aber 2 ist in den rationalen Zahlen eine
Einheit, d.h. f ist in Q[X] irreduzibel.

Eine niitzliche Umformulierung von Lemma 6.4:

Folgerung 6.2. Sei f € Z[X] ein primitives Polynom. Zerfallt f in ein Produkt f=gh mit g,
h € Q[X], so existieren primitive Polynome ¢’, h’ € Z[X], sodass g~ g’ und h~h’ in Q[X] und
f=g¢'h'. Insbesondere unterscheiden sich die Faktoren in Q[X] von denen in Z[X] nur durch
Konstanten in Q.

In der Praxis am hilfreichsten ist allerdings die Originalfassung von Gaufs selbst:

Folgerung 6.3. Sei f € Z[X] ein normiertes Polynom das Produkt f = gh zweier normierter
Polynome g, h € Q[X]. Dann folgt g, h € Z[X].

Beweis. Nach Folgerung 6.2 existieren ¢’, h’ € Z[X| primitiv sowie €1, 2 € Q* mit g =& ¢’ und
h=esh’. Da g monisch ist, folgt e, :kil fir ein k1 € N und ebenso e5 :k% fiir ko € N. Dann ist aber
g'h'=ki ko gh=Fkq ko f primitiv, daher k1 ko =1 und insbesondere k1 =ky=1, sodass g, h € Z[X].O0

Folgerung 6.4. Es seien f, g€ Z[X] und f irreduzibel. Ist ¢ € C eine gemeinsame Nullstelle von
f und g, sodass f(¢)=g¢(¢)=0, dann gilt f|g in Z[X].

Beweis. Sei g € Z[X] ein primitives Polynom mit minimalem Grad deg(q) >0, sodass ¢(¢) =0 (diese
Menge ist offenbar nicht leer).

Nach Proposition 4.1 existieren h,r € Q[X] mit g=hqg+r und deg(r) < deg(q). Aus ¢(¢)=0
und ¢(¢) =0 folgt insbesondere, dass r({) =0, also » =0 aufgrund der Minimalitdt von deg(q).
Analog existiert h' € Q[X] mit f=h’g. Nach Lemma 6.4 ist f in Q[X] irreduzibel, also h’=c fiir
ein ¢ € Q*. Da f und ¢ primitiv sind, folgt ¢=+1, also g=+h- f.
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Sei nun a € Q* so gewéhlt, dass ah € Z[X] primitiv ist. Dann ist nach Lemma 6.3 auch ag =
a(xh- f)==x(ah)- f primitiv. Da g ganzzahlige Koeflizienten hat, gilt also %E Z. Daraus folgt
h € Z[X] und somit f|g. O

Nun der Beweis von Proposition 6.1:

Beweis. Sei angenommen, dass [+ pg Q[X] =g+ pqsQ[X] fiir f, g € Z[X]; wir wollen zeigen, dass
f+paZ[X]=g+ paZ[X]. Dann gilt f— g€ psQ[X], sodass pi| f — ¢g in Q[X]. Es existiert also
q € Q[X] mit f — g=pqq. Andererseits sehen wir, dass

(f — 9)(wa) = pa(wa) g(wq) =0.

Da pg in Z[X] irreduzibel ist folgt aus Folgerung 6.4, dass pq| f — g in Z[X]. Das heifst aber genau,
dass f+ paZ|X] =g+ paZ[X]. 0

Insbesondere folgt, dass Og noethersch ist und damit ein Ring mit Faktorzerlegung! Auferdem:

Proposition 6.2. Es gilt
Odg{a—i—bwd | a,bEZ}

vermittels dem Isomorphismus

Y:O0g—{a+bwala,beZ}, Y(f+paZlX]):= f(wa).

Beweis. Zur Wohldefiniertheit von o: Gilt f+ pgZ[X] = f'+ paZ[X], so folgt f — f' € paZ[X],
d.h. f=f"+ psq mit g€ Z[X]. Daraus folgt

f(wa) = f'(wa) + pa(wa) - g(wa) = f'(wa)-

Zur Homomorphieeigenschaft von 1: Seien f + pgZ[X], g + pa Z[X] beliebige Elemente aus Oj.
Dann gilt

U(f+ 9+ paZ[X]) = (f + 9)(wa) = f(wa) + g(wa) = (f + paZ[X]) + ¢(g + pa Z[X])
und ahnlich
Y(f-g+paZX])=(f 9)(wa) = f(wa) - g(wa) = P(f + paZ[X]) - (g + pa Z[X]).

AuRerdem gilt ¥(1+ psZ[X]) =1, sodass v tatsichlich die Homomorphieeigenschaft erfiillt und
damit ein Homomorphismus mit Einselement ist.

Zur Bijektivitdt von ¢: Fiir beliebiges a + bwg € {a + bwy | a,b € Z} sehen wir, dass ¢(a+bX +
paZ]X]) =a+ buwg, also ist 1 surjektiv. Gilt andererseits f(wq) =0 fiir f € Z[X], so folgt aus Korollar
6.4, dass pq| f in Z[X], i.e. f€ pgZ[X]. Der Kern von ¢ ist also trivial, daher ist ¢ injektiv. O

Definition 6.3. Der Ring Oy heift Ring der ganzen Zahlen in Q(v/d). Ist {a, B} C O4 eine
Teilmenge von Oy, so nennen wir {a, 8} Ganzheitsbasis von Oy, falls

Os={ax+By|z,ycZ}

und schreiben dann Oy=7Z a & Z (354,

6.4. Formal haben wir ,&“ in diesem Kontext nicht definiert. Wir meinen hier aber, dass einerseits Oy =Z o+ Z 3
gilt und andererseits ZaNZ B = {0}, d.h. die jeweiligen z, y € Z sind eindeutig bestimmt (cf. direkte Summen von
Vektorrédumen).
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Insbesondere gilt nach Proposition 6.2, dass Oy =Z @ Z wy und dhnlich Oy=7Z & Z wj. Im Allge-
meinen ist aber Oy Z @ Z+/d, da wir fiir d=1 (mod 4) beispielsweise

1+\/_ 1+\/_

€0y, aber ¢{a+bVd|a,beZ}

erhalten. In diesem Fall gilt lediglich die Inklusion Z @ Z+/d C Q4. Ist {a, 3} eine Ganzheitsbasis
von Oq und g € Z, dann ist offenbar auch {3, a+ g8} eine Ganzheitsbasis von Oj.

Definition 6.4. (1) Wir nennen die Abbildung

x:Q(Vd) — Q(Vd), a=a+bws—a*:=a+bwj

die Konjugationsabbildung.
(2) Die Abbildung definiert durch

Ng:Q(Wd) — Q(Vd), ar Nygla):=a-a*
wird die d-Norm in Q(v/d) genannt. Analog definieren wir die Spur von « als

Try: Q(Vd) — Q(Vd), Trg(a):=a+a*

Beide Abbildungen erfiillen folgende elementaren Eigenschaften, die nicht weiter iiberraschend
sind.

Lemma 6.5. Seien «, 3 € Q(v/d). Dann gilt:
(1) (a+p) ="+ 5"

(2) (- B) =a"- g

(3) (@) =

(4) a* =« genau dann, wenn a € Q.
(5)

5 a+a*€Q und a-a* € Q mit a € Oy genau dann, wenn o+ a* €Z, o - o* € Z.

Beweis. (1) Sei a=a+ bwg und 8= p+ qwg mit a,b, p, ¢ € Q. Unmittelbar aus der Definition folgt

(a+0) = ((a+p)+ b+ g ws)"=(a+p)+ b+ q)wi=(a+bwi) + (p+ qwi) =" + 57,
(2) Es gilt zunéchst
af=(a+bwa) (p+ qwa) =ap+ (aq+bp) wa+ bqwg.
Sei S:=wg+wy und P:=wqw}, sodass S, P € Q und wi= Swy— P. Dann erhalten wir
af=ap+ (aqg+bp)wi+bq(Swg— P)=(ap—bpP)+(aqg+bp+bgS)wy
Daraus folgt einerseits

(aB)*=(ap—bpP)+(aq+bp+bqS)wj
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und andererseits, dass

o B =(a+bw)) (p+qwi)=ap+ (aq+bp) wg+bq (Swj — P)
=(ap—bpP)+(aqg+bp+0bqS)wj,
d.h. es gilt Gleichheit.
(3) Man tiberpriift leicht, dass (wj)* =wq. Daraus folgt sofort

(") *=(a+bw))*=(a+b(w))*)=a+dbws= .

(4) Es gilt a*=a< a+bw]=a+bwg<b(wj —wa) =0. Weil wy#wj, kann nur b=0 sein, also a € Q.

(5) Sei @ € Oy. Dann existieren a,b € Z mit a=a + bwy und
at+a*=2a+b(wg+w)), a - a*=a’>+ab(wi+wi)+b(wy-wji).

Ist d=2,3 (mod4), dann ist wy= v/d und daher wg+ w3 =0 bzw. wy-wi=—d. Falls d=1 (mod4), ist

1+Vd
2

Umgekehrt, sei « =a+b+/d mit a,be Q, sodass 2a=a+a*€Z und a®> —b*d=«-a* €Z. Dann

2
gilt a :%, u€Z. Also uT —b2d=a?—b?d=o-a*E€Z bzw. u®—4b>d €47Z. Da d quadratfrei ist, ist
der Nenner von b (in gekiirzter Form) ein Teiler von 2, sodass wir b:%, v € Z schreiben kénnen, also

wg= , sodass wg+wj=1und wy-wj zl%d €Z. In beiden Féllen sind o+ o*, o - o* ganzzahlig.

u?=dv? (mod 4).

Jedenfalls gilt dann u?=0 (mod 4) oder u>=1(mod4) und ebenso v?=0(mod4) oder v?=1(mod 4).

Falls d=2,3 (mod4), so ist v2=0(mod 4) die einzige Moglichkeit. Dann sind aber u und v gerade,
daher auch a =3, b= ganze Zahlen. Falls d=1(mod4), folgt u*>=v*(mod4) bzw. u=v (mod?2).
Also

UV 5 U= 1+vVd\ u—wv
a=gtgVi=—3 +”< 2 )_ g U

u—v

wobei 5

und v ganze Zahlen sind. Es folgt a € Oy. ]

Lemma 6.6. Secien o, 3 € Q(v/d). Dann gilt:
(1) Na(aB)= Na () Na(B).

, Tra(a) € Q und Ngy(k), Trq(k) € Z fiir alle k € Oq.

=aa=|al? falls d <0.

Beweis. (1) Aus Lemma 6.5 (2) erhalten wir
Na(aB) = (af) (aB)" = (aa”) (887) = Na(a) Na(5)-

(2) Sei Nyj(a)=aa*=0. Da Q(v/d) per Definition ein Koérper ist, gilt a =0 oder a*=0. In beiden
Féllen gilt also @ =0. Die Riickrichtung folgt sofort.

* 2

(3) Sei g € Q. Unter Beriicksichtigung von Lemma 6.5 (2) sehen wir, dass Ny(q) = qq* = ¢°.

(4) Das haben wir bereits in Lemma 6.5 (5) gezeigt.
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(5) Sei d <0 und o= p+ ¢+/d fiir p, ¢ € Q. Dann gilt

a'=p—qVd=p—q(vV=1-Vld)=p+q(V=1-VId])=p+aevid=a,

sodass Ny(a) =aa*=aa=|al?. O

Als Konsequenz davon ergeben sich folgende hilfreiche Resultate.
Folgerung 6.5. Seien «, 3 € Q(v/d). Falls a| 3, so gilt Na(a) | Na(3).

Beweis. Das ist eine Anwendung von Lemma 6.6 (1). O

Die Umkehrung gilt nicht. Wir werden spéater sehen, dass 2+ /—1 in O_; irreduzibel sind, obwohl
N_1(24++/-1)=N_1(2—+/-1)=5.

Lemma 6.7. Sei oo € Oy. Dann gilt o € O} genau dann, wenn Ny(«) =+1.

Beweis. Ist a € OF, so existiert ein € Oy mit - §=1. Aus Lemma 6.6 folgt dann

Na(a) - Na(B) = Na(a- 8) = Ng(1) =1,
=

also Ny(a) € Z*. Umgekehrt folgt £1 = Ny(a) = - a*, sodass a multiplikatives Inverses +a* in Oy
hat, i.e. a € O}. O

Folgerung 6.6. Sei o € O,4. Ist Ny(«) irreduzibel, dann ist auch « irreduzibel.

Beweis. Angenommen Ny(«) ist irreduzibel. Sei o= B fiir 3, v € O4. Dann gilt Ny(a) = Ng(5) Na(7)
nach Lemma 6.6 (1). Also Ny(5)==1 oder Ny(v)=+1, i.e. folgt aus Lemma 6.7, dass [ oder
~ Einheit ist. O

Die Umkehrung gilt nicht: Man zeigt leicht, dass 2 in O_5 irreduzibel ist, aber N_5(2) =4.

Beispiel 6.3. Berechnen wir die Einheiten in einigen der Oy, fiir quadratfreies d < 0.

(1) Falls d ¢ {—1, -3}, so gilt O ={£1}. In der Tat, wir unterscheiden zwei Falle. Sei zunéchst

. ! a+g\/8 fiir a,b €7Z mit a=b(mod2). Falls « Einheit ist, so
gilt 1= Ny(a) = %, d.h. wir suchen nach ganzzahligen Losungen fiir a®+ |d|b*>=4. Da d
quadratfrei ist mit d=1 (mod4) und d# —1 und d # —3, folgt dass d < 7. Also

d=1(mod4) und schreiben wir a =

4=a’+|d|b*>a®+ 7b%

d.h. b=0 und a==+2. Es folgt a = a+g\/8 ==+1. Nehmen wir jetzt an, dass d=2,3 (mod 4) mit
a=a+by/d fiir a,b€Z. Ist a Einheit, so haben wir 1= Ny(a +b+/d) =a?+|d| b? und wie zuvor

bemerken wir, dass d < —2. Insbesondere folgt 1 = a2+ 2b% und daher b=0 bzw. a=+1.
(2) Es gilt O* 1 ={(v/=1)* |0<k<4}. Wir haben —1=3 (mod4), d.h. jede Einheit in O_; ist von
der Form a +b+/d fiir bestimmte ganze Zahlen a,b. Insbesondere gilt 1=N_;(a+b+/d) =a?+b?,

eine Gleichung die nur die Lésungen a==+1,0=0 und a=0,b==1 in den ganzen Zahlen hat. Aber
diese vier Méglichkeiten sind genau (y/—1)* fiir k=0, 1,2, 3.
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—3\k
(3) Zuletzt zeigen wir, dass O 5= {( Lt F) [0<k< 6}. Da —3=1(mod4), suchen wir nach
Einheiten der Form # fiir ganze Zahlen a,b mit a=b(mod2) und 1= N,g( = +§ ﬁ) = a3y

bzw. 4 =a?+ 3b% Ganzzahlige Losungen dieser Gleichung sind

4

a=b=1, a=b=-1, a=1,b=-1, a=-1,b=1, a=2,b=0, a=-2,0=0.

Diese sechs Moglichkeiten sind genau die Werte (1 + ;/j?’ )k fir k=0,1,2,3,4,5.

(4) Fiir d > 0 verhalten sich die Einheiten in Oy allerdings anders... Mehr dazu spéter.

In den Beweisen der letzten Ergebnisse haben wir ein wenig Intuition gewonnen, um die Wahl von
pq und wy, wie angedeutet, zu begriinden. Um das zu prézisieren, bendtigen wir zunéchst folgende
Definition.

Definition 6.5. Sei S ein kommutativer Ring mit Einselement und R < S ein Unterring von S.
Dann heifit s € S ganz tber R, wenn es die Nullstelle eines normierten Polynoms aus R[X] ist. Die
Menge der iiber R ganzen Elemente von S heifst der ganze Abschluss von R in S.

Proposition 6.3. Oy ist der ganze Abschluss von Z in Q(v/d).

Beweis. Sei a € Oy beliebig. Nach Lemma 6.6 (4) sind dann Trg(o) = o+ o* und Ny(a) =a- o
ganze Zahlen, sodass

f=X-a)(X—a")=X?—(a+a*) X +aa* € Z[X].

Da f(a)=0, ist « also ganz tiber Z.

Umgekehrt, sei nun o € Q(y/d) ganz iiber Z. Es existiert also ein normiertes Polynom f € Z[X],
sodass f(a)=0. Wir unterscheiden zwei Félle: Ist o € Q, so kénnen wir o = %, pEZ,qeN
teilerfremd, schreiben. Schreiben wir f=3""_ a; X’ mit a, =1, so folgt

for(3)-2) s (5] v

also p"+an—1p" " g+ - +agq" =0, sodass q(an_1p" "'+ - +agq" ") =—p". Also q|p",

sodass aus der Teilerfremdheit von p und ¢ folgt, dass ¢g=1. Somit a € Z C O,.

Falls o € Q(v/d) \ Q, so bemerken wir zunichst, dass auch f(a*)=(f(a))*=0. Weil a ¢ Q, folgt
a#a* sodass f durch g:= (X —a) (X —a*) = X% — (a+a*) X + aa* teilbar ist. Es existiert also
ein normiertes Polynom h € Q[X], sodass f = gh; aus Folgerung 6.3 folgt dann, dass f insbesondere
in Z[X] reduzibel ist mit g, h € Z[X]. Dann folgt aber insbesondere a + a*, aa* € Z, sodass o € Oq4
wegen Lemma 6.5 (5). O

Das klart unter anderem die Bezeichnung ,,Ganzheitsbasis®. Es zeigt auch, wie wir bereits wissen,
warum im Allgemeinen nicht Og=7 @ Z+/d gilt: Ist d=1(mod 4), werden die Losungen wg, w}; des
normierten ganzzahligen Polynoms pg in Z @ Z v/d vernachlissigt.

Manchmal nennen wir den Ring der ,ganzen“ Zahlen in Q(v/d) auch Ganzheitsring. Offenbar
hat dieser viele interessante Eigenschaften, die wir nun weiter untersuchen werden. Insbesondere
wollen wir dabei das Ziel, Gegenbeispiele fiir Késtchen 4 zu finden, nicht aus den Augen verlieren.

Proposition 6.4. Es sei I <Oy ein Ideal mit I # (0). Dann existiert eine Ganzheitsbasis {a, aa}
von Oy sowie dy,ds € N mit dy | dz2, sodass

1= Z(dl 041) O 7 (dg 052).
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Beweis. Fiir eine beliebige geordnete Ganzheitsbasis {51, 82} von Oy, sei
T(f1, B2):={m€eZ|FkE€Z - mpb+kPB2€T}.

Dann ist T'(81, B2) # {0}. In der Tat, sei € I, #0; dann ist Ny(o) =a-a* € INZ (Lemma 6.6 (4)),
sodass sgn(aa*)-aa* € INN. Also gibt es ein n € I NN und damit auch n; € I, woraus n €T'(51, O2)
folgt. Weiters ist I'( 51, B2) offenbar eine additive Untergruppe von Z, sodass aus Korollar 2.2 folgt,
dass T'(S1, B2) = d( 1, B2) Z fiir einen eindeutig bestimmten Erzeuger d(31, f2) € N. Sei {1, 52} so
gewahlt, dass dy :=d(f1, §2) minimal ist.

Wir haben bereits gesehen, dass {02, 51 + g2} fiir alle g € Z eine Ganzheitsbasis von Oy ist.
Wir zeigen: Ist v € Z so, dass dy 51 + vz € I, dann muss schon d; ein Teiler von v sein. Seien
ndmlich ¢,r € Z so gewahlt, dass v=qd; +r fiir 0<r < d;. Dann ist dy ($1+ ¢f2) +rB2€ I, sodass
r €T(Ba, B1+ ¢f2) und dy < d(B2, 1+ qF2). Also muss r =0 gelten, d.h. dy |v.

Es sei nun vy € Z so gewahlt, dass di 81 + vg 02 € I und nach eben vy =d; g fiir ein g € Z. Setze
a1:= 1+ gfB2 und ag:= B. Dann ist ist {aq, as} eine Ganzheitsbasis von Oy4. Sei wie vorhin
neINN. Wie zuvor gilt nfs € I, also ist 35 * I NZ eine nichttriviale Untergruppe von Z. Es existiert
also auch ds € N mit ﬂ{lfﬁZ:ng und dy B2 €1. Sei nun a:=mai+naz=mp1+ (mg+n) B2
ein Element von I fiir fixierte m,n € Z. Dann ist m € T'(81, f2) =d1 Z, also di| m. Aus dy oy =
dq B1+vo B2 €1 folgt may € I, also nag € I, sodass n € da Z und daher ds|n. Zusammengefasst
folgt also a € Z (d1 1) ®Z (da ara). Weil « beliebig gewihlt war, folgern wir

I:Z(dl 041) @Z(dgag).

Um d; | d2 zu zeigen, bemerken wir, dass ds f2 € I und daher dy a1 +do fo=d1 B1+ (d1 g+ da) f2€ 1.
Aus dem letzten Absatz folgt somit dy | dy g + d2 und a fortiori dy | ds. O

Folgerung 6.7. Es sei I <Oy ein Ideal mit I # (0). Dann ist Og/I endlich.

Beweis. Nach Proposition 6.4 gibt es eine Ganzheitsbasis {a1, az} von O4 sowie dy, dz € N mit
I=7(d1 1) ®Z(dz az). Wir definieren die Abbildung

O (Z)d1Z)x (Z)daZ)— Oq/I, ¢(a,b):=aa;+bas+T
und zeigen, dass ¢ eine Bijektion ist; klarerweise ist ¢ wohldefiniert. Sei A :=aay + bas und

E:=car1+ fag fir a,e€Z/d1Z und b, f € Z/doZ. Falls ¢(a,b) = ¢(e, f), so folgt ¢(a,b) — ¢(e,
f)el. Also gilt

(a—e)ar+ (b— flas=A—E=pdia1+ qdaas

fiir p, ¢ € Z. Dann folgt aber a —e=0(modd;) und b — f =0 (mod dz), sodass ¢ injektiv ist. Die
Surjektivitdt von ¢ folgt unmittelbar. Somit ist ¢ bijektiv; insbesondere hat Oy4/ I genau d; - da
Elemente. O

Folgerung 6.8. Sei I <Oy ein Primideal, I # (0). Dann ist J maximal.
Beweis. Nach Proposition 4.3 ist Og4/1 ein Integritatsbereich, der nach Folgerung 6.7 endlich ist
und nach Proposition 2.2 somit ein Korper, sodass aus Proposition 4.3 folgt, dass I maximal ist.[]

Diese Erkenntnisse fithren uns zum ersten zentralen Satz unserer Untersuchungen.

Satz 6.1. Der Ring O, ist genau dann ein Hauptidealring, wenn er faktoriell ist.
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Beweis. Falls Oy ein Hauptidealring ist, dann ist er nach Satz 3.4 auch faktoriell. Sei O, also nun
faktoriell und I <1 Oy ein echtes Ideal, das nicht das Nullideal ist (sonst ist I offensichtlich ein
Hauptideal). Also kénnen wir oo € O\ O} nicht Null wéhlen.

Nehmen wir zunéchst an, dass I ein Primideal ist. Weil Oy nach Proposition 6.1 ein Ring mit
Faktorzerlegung ist, existieren irreduzible Elemente p1,..., p, € Oq4, sodass a = H?:l pi. Weil I
prim ist, muss es ein i € {1,...,n} geben, sodass p; € I'; dann ist auch (p;) CI. Nach Annahme ist
Oy faktoriell, also ist p; auch ein Primelement von Oy (Satz 3.3) und damit (p;) auch ein Primideal
von Q4. Aber (p;) ist nach Folgerung 6.8 sogar maximal, sodass (p;) =I folgen muss.

Es sei nun I # (0) ein beliebiges Ideal von Og. Dann existieren nach Proposition 6.4 Elemente o,
Bel,sodass [=Za®ZB. Da Oy faktoriell ist, existiert nach Lemma 3.6 ein Maximalteiler g € Oy
von {a, 3}. Setzen wir also J:=g 11, so folgt J <Oy. In der Tat, aus g|a und g| 3 folgt zunichst
JC Oy Sind z,y € J,a € Oy, so folgt gz, gy €I, daher g (x —y) =g —gy €l und = — y € J;
ghnlich gilt gax € I und damit za € J. Wenn wir zeigen konnen, dass J = Oy, so folgt automatisch
(9)=gOq=1. In der Tat, falls J # Oy, so existiert nach Proposition 3.2 (3) ein maximales Ideal
K <904 mit J C K. Insbesondere ist K aber ein Primideal, daher K = (&) fir ein £ € Q4. Da
g lta,g7tpBed, ist g7 ra, g7 Be(€), also £| g~ a sowie £] g~ 3. Daraus folgt g&|a und g&| 8
und weil g ein Maximalteiler von {«, 8} war, folgt g&|g. Dann folgt aber, dass & Einheit ist, ein
Widerspruch dazu, dass K maximal ist. Also muss schon J= O, gelten. ]

Der Ring der ganzen Zahlen in Q(v/d) wird also auf jeden Fall keine Gegenbeispiele fiir faktorielle
Ringe, die keine Hauptidealringe sind, liefern. Fiir die Vervollsténdigung von Késtchen 4 brauchen
wir also noch mehr Informationen. Naturgemif stellen sich folgende Fragen: Fiir welche d € Z
ist O, faktoriell (und dementsprechend ein Hauptidealring)? Fiir welche sogar euklidisch? Um
diese Fragen zu beantworten, schranken wir uns zunéchst auf d <0 ein. Behandeln wir zunachst
euklidische Ringe.

Lemma 6.8. Es sei d <0 eine quadratfreie ganze Zahl und
d¢{-1,-2,-3,-7,—11}.

Dann sind 2 und 3 irreduzibel in Oy.

Beweis. Sei p € {2,3}. Offenbar gilt p#0 und p ¢ O}. Sei angenommen, dass p=af fir «,
B€ 04\ OF. Dann ist

p? = Na(p) = Na() Na(5)

und da «a, 8 ¢ Oj gilt auch Ny(a), Ng() # 1. Daraus folgt Ny(a) = Ny(8) = p. Sel a=a + bwy fiir
a,b€Z, sodass

a?+|d|b?, d=2,3(mod4),

:N -
p=Ni(e) (a+%)2+%bz7 d=1(mod 4).

Weil d ¢ {—1,—2,—3,—7,—11}, haben wir im ersten Fall |d| >5 und im zweiten Fall %2 %2

3,
sodass b% =0 folgt. Dann gilt aber p=a?; ein Widerspruch. O

Proposition 6.5. Es sei d <0 eine quadratfreie ganze Zahl und
d¢{-1,-2,-3,-7,—11}.

Dann ist Q4 nicht euklidisch.
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Beweis. Nehmen wir an, dass Qg4 beziiglich einer Abbildung w: Og\ {0} — Ny euklidisch ist. Nach
Beispiel 6.3 gilt Of = {—1, 1}; wihlen wir also ag € Og\ {0, £1} so, dass w(ap) € Ng minimal ist.
Seien g,r € O4 auberdem so, dass 2= gag+r mit r =0 oder w(r) <w(ay). Insbesondere muss dann
aber r =0 oder r = =1 sein, wobei r =1 ausgeschlossen ist. Falls » =0, dann oy |2; da aber ag ¢ O}
und 2 nach Lemma 6.8 irreduzibel ist, folgt ag==£2. Falls wiederum r = —1, so gilt ag |3 und aus
einem &hnlichen Argument folgt dann ag= £3. Zusammengefasst haben wir also ag € {+2, £3}.
Seien ¢, 7' € Og4 nun so, dass wg=q' g+ 7" und ' =0 oder w(r’) <w(ag). Erneut haben wir ' =0
oder r’ = +1; wir zeigen, dass beide Moglichkeiten zu einem Widerspruch fiithren. Ist ' =0, so
haben wir ag|wg in Og4, was zum Widerspruch aalwde O, fiihrt, da ag € {£2,+3}. Ist r'=+1, so
erhalten wir den dhnlichen Widerspruch ag * (F1 +wq) € Oq. |

Auch die Umkehrung gilt! Um das zu zeigen, treffen wir noch folgende Vorbereitung.

Lemma 6.9. Es sei d€Z \ {0,1} quadratfrei. Dann ist O genau dann beziiglich | Ny4| euklidisch,
wenn fiir alle o € Q(\/d) ein 3 € O, existiert, sodass |Ny(a — )| < 1.

Beweis. Nehmen wir zunichst an, dass Oy beziiglich |Ny| euklidisch ist. Sei o € Q(v/d) beliebig
mit @ =a+ bwy fiir a,b € Q. Dann existiert ein m € N mit ma € Oy und nach Voraussetzung somit
auch ¢,r € Oy mit ma=mq+r und r=0 bzw. |Ny(r)| <|Ng(m)|. In beiden Fillen folgt

[Na(m)[[Na(a — g)| = [Na(ma —mg)| = [Na(r)| <|Na(m)],

sodass |Ny(a — q)| <1, wie gewlinscht.

Sei nun vorausgesetzt, dass fiir alle o € Q(v/d) ein 3 € Oy mit |Ny(a — 3)| < 1 existiert. Seien
7,0 € Og mit § # 0 beliebig. Dann ist 76~ € Q(v/d), sodass nach Voraussetzung ein 3 € Oy mit
|Na(v0~1 = B)| < 1. Setzen wir r:=~ — 3§ € Oy, folgt v= 4+ und |Ny(r)| < |Na(6)]. O

Erinnern wir uns an die Definition eines euklidischen Ringes, so wissen wir, dass wir eine Art
,Division mit Rest* zur Verfiigung haben. Lemma 6.9 sagt also im Prinzip, dass wir bei Division
von « durch 3#0 ein Element erhalten (den Quotienten), das maximalen Abstand 1 zu « hat.

Proposition 6.6. Ist de€ {—1,-2,—-3, -7, —11}, dann ist Oy euklidisch beziiglich w = Ny= | Ng/.

Beweis. Betrachten wir den Ausdruck Ny(a) =|Ny(a)| = |a|? fiir beliebiges a € Q(V/d).

Sei zuerst d € {—1,—2}. Dann gilt d# 1 (mod4) und es gibt r, s € Q mit a =7+ s+/d. Seien z,
y € Z so gewdhlt, dass |z —r| §%, |y — s g% und sei f:=xz + y+/d € Oy Dann ist

1
o —B12=(x—7)2+|d| (y — 8)? < —|—2-Z %<1.

N

Die Behauptung folgt also aus Lemma 6.9.

Seinunde{—3,—7,—11}. Dann ist d=1(mod4). Sei wieder o € Q(1/d) beliebig mit a=r+s+/d.
Sei y € Z so gewahlt, dass |2s — y| S% und x € Z so gewahlt, dass {7’ - — %l < % Setzen wir
8=z + ywy, dann ist

_ AB12= _ _2)2 (_2>2 <l M<E
lae — ] (7“ T =3 + (s 5 |d|_4+16_16<1

und somit folgt die Behauptung wieder aus Lemma 6.9. a

Folgerung 6.9. Sei d <0 eine quadratfreie ganze Zahl. Dann ist Oy genau dann euklidisch beziig-
lich w=|Ny|, wenn d € {-1,—-2,-3,—-7,—11}.
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Fiir d= —1 nennen wir den folglich euklidischen Ring Oy= O_; den Ring der Gaufi’schen Zahlen
und schreiben Z [y/—1]. Fiir d = —3 nennen wir Og= O_3 den Ring der Eisenstein-Zahlen und

schreiben Z [ ! +2\/§] Die Einheiten in diesen Ringen haben wir bereits in Beispiel 6.3 bestimmt.

Als kleinen Exkurs wollen wir die Primelemente in Z[/—1] bestimmen.

Lemma 6.10. Das Polynom X2+ 1 ist in F,[X] genau dann irreduzibel, wenn p=3 (mod 4) fiir
eine Primzahl p.

Beweis. (=) Setzen wir zuerst voraus, dass p=3(mod4). Dann gilt p=4£k+ 3 fiir ein k € N. Nach
Proposition 5.1 ist X2+ 1 genau dann irreduzibel, wenn keine Nullstelle in F,, existiert; nehmen
wir fiir einen Widerspruch an, dass dies der Fall ist. Also gilt a?=—1 (mod p) fiir ein a € F,, und
insbesondere a*= 1 (mod p). Nach Lemma 5.2,

l=a?P =t *t2=0%a** =0a?=—1(mod p),

i.e. 0=2(mod p). Da offensichtlich p# 2, ist das ein Widerspruch.

(<) Wir zeigen, dass falls p# 3 (mod4) ist, X?>+ 1 eine Nullstelle in F, hat. Falls p=2, hat X2?+1
die Nullstelle & =1, also konnen wir annehmen, dass p=1(mod4), d.h. p=4k+1 fir ein k€ N.
Aus dem Satz von Wilson (Lemma 2.3) folgt

(—1)%* =1, folgt insbesondere —1 = ((%1)!)2 (mod p), d.h. X2+ 1 hat die Null-
)! in I, O

Weil (~1)7 =
stelle oz:(p;I

Lemma 6.11. Sei 7 € Oy ein Primelement. Dann gilt |Ny(7)| = p oder |Ny(7)| = p? fiir eine
Primzahl p € P.

Beweis. Sei n:=|Ny(m)|= Hlepi fiir Primzahlen py, ..., pr € P. Da Ny(m)=m7*, folgt 7|n. Weil

7 ein Primelement ist, existiert also ein ¢ € {1,...,k} sodass 7| p; in O4. Wegen Folgerung 6.5 gilt
dann aber auch Ny(7) | Ny(p;), d.h. n|p? in Z. Daraus folgt n € {1, p;, p?} und da 7 prim ist, kann
nur n € {p;, p7} der Fall sein. O

Satz 6.2. Die Primelemente im Ring der Gauf’schen Zahlen sind (bis auf Assoziiertheit) gegeben
durch jene Elemente 7, die eine der folgenden Eigenschaften erfiillen:

(1) =1+ v—1,
(2) N_1(w)=p fiir eine Primzahl p=1 (mod 4).

(3) m=p fiir eine Primzahl p=3 (mod 4).

Beweis. Sei 7 ein Primelement von Z[\/—1]. Nach Lemma 6.11 existiert eine Primzahl p € P mit
N_i(7) =p oder N_y(m) = p?. Wir unterscheiden drei wesentliche Fille.
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Falls p=2und N_1(m)=p=2, so folgt aus 2= N_;(7) =n7*, dass 7| 2. Mittels der Faktorisierung
2= (14 y7T) (1-V7T) = (v T) (14 VT2

und dem Faktum, dass 7 prim ist, folgt 7|14 +/—1. Aber N_1(1++/—1)=2, d.h. 14 /-1 ist
irreduzibel und daher 7~ 1+ +/—1. Falls wiederum p=2 und N_;(7) = p?=4, so muss 7~ 2 gelten,
ein Widerspruch dazu, dass 7 prim und daher irreduzibel ist.

Falls p=1(mod4), hat X?+ 1 nach Lemma 6.10 eine Nullstelle u € Z modulo p, sodass u?+1=
0 (mod p). Also

plut+1=(u++/=1)(u—+/-1).

Da p keinen der beiden Faktoren auf der rechten Seite teilt, ist p kein Primelement von Z[/—1].
Wire N_i(7) = p?, so gilt 7| p?, insbesondere also 7| p, da 7 prim ist. Da auRerdem N_(7)=
N_1(p), folgt m~ p, im Widerspruch dazu, dass 7 prim, p aber nicht ist. Folglich N_;(7)=0p.

Falls p=3(mod4) und N_q(7) = p, so setzen wir zunichst 1 =a+b+/—1 fiir a,b€Z an. Also
p=N_1(7) =a®+b% was p=3(mod 4) widerspricht. Es folgt N_(7) = N_1(p) =p? und da 7| p
muss sogar 7~ p gelten. g

Wir folgern also, dass fiir quadratfreies d <0 der Ring Oy genau dann euklidisch ist (und zwar
beziiglich w =|Ny|), wenn d € {—1,—2, -3, -7, —11}. Wir nennen Oy dann norm-euklidisch. Nach
Satz 3.5 und Satz 3.4 sind diese Ringe auch Hauptidealringe, dementsprechend faktoriell. Es stellt
sich nun die Frage, ob diese Liste auch vollstdndig ist oder die Moglichkeit besteht, weitere Beispiele
fiir faktorielle Ringe (dquivalent Hauptidealringe) zu finden, die allerdings nicht euklidisch sind.

Proposition 6.7. Es sei d <0 eine quadratfreie ganze Zahl und d=2,3 (mod 4). Dann ist Oy
genau dann faktoriell, wenn d € {—1, —2}.

Beweis. Wie eben festgestellt, falls d € {—1, —2}, ist Oy euklidisch und damit auch faktoriell.
Sei also umgekehrt d ¢ {—1, —2} eine negative quadratfreie ganze Zahl. Insbesondere muss dann
d¢{-1,-2,—-3,—-7,—11} sein, sodass aus Lemma 6.8 folgt, dass 2 irreduzibel in Oy ist. Nehmen
wir fiir einen Widerspruch an, dass O, faktoriell ist. Dann wére 2 nach Satz 3.3 ein Primelement
von 4. Da d=2,3(mod4) ist aber 2 ein Teiler von

d(1—d)=+d-Vd-(1-+d)(1+d),

also 2| Vd oder 2|1+ V/d. Das fithrt zum Widerspruch é\/a € O4 bzw. li;/a € O4. Somit ist Oy

nicht faktoriell. O

Das beantwortet unsere Frage also im Fall von d=2,3 (mod4). Was ist, wenn d=1 (mod 4)? Diese
Frage ist nicht ganz so leicht zu beantworten. Zunéchst verallgemeinern wir das recht intuitive
Lemma 6.9.

Definition 6.6. Sei o € Q(y/d). Wir nennen « ein inopportunes Element, wenn o ¢ Og4 und wenn
fiir alle v, 6 € Og mit ay — § #0 folgt, dass | Ng(ay — )| > 1.

Lemma 6.12. Sei o € Q(v/d) inopportun. Dann gilt:

(1) [Na(e)[ = 1.

(2) a¢ Q.
(3) Ist 8 € Oq4, dann ist a4 [ inopportun.
(4)

4) Ist € Oq so, dass af ¢ Oq, dann ist a3 inopportun.
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Beweis. (1) Offenbar ist a#0. Per Definition gilt also |Ng(a)|=|Ng(a-1-0)| >1.

(2) Wire a € Q, so wiire 0 < a — || <1 und daher |Ny(a — |a])|= (o — |a])? < 1, sodass « nicht
inopportun sein kann.

(3) Sei € Q4. Offenbar ist o+ S nicht in Oy. Sind 7,6 € Oy mit (a4 B) v — 5 £0, so folgt
insbesondere ay — (§ — B7v) = (a+ ) v — § #0 und damit

[Na((c+ B) v = 6)| = [Na(ay — (6 — 7)) = 1,

da « inopportun ist und v, — By € Oy.
(4) Sei B €Oy so, dass af ¢ Oy. Seien 7, € Oy mit afy —§ #0. Dann folgt aus Gy € Oq, dass

INa(aupy = 8)| = |Na(a (By) — )| > 1;

also ist a8 inopportun. O

Die Bezeichnung ,inopportun® ergibt auch Sinn, denn inopportune Elemente bezeichnen jene Ele-
mente, deren Existenz wir in Lemma 6.9 ausschliefen wollen. Folgendes Lemma, ist also nicht weiter
iiberraschend.

Lemma 6.13. Es sei d€Z\ {0, 1} quadratfrei. Existiert kein inopportunes Element o € Q(v/d),
dann ist Oy ein faktorieller Ring.

Beweis. Wir nehmen an, dass es keine inopportunen Elemente in Q(v/d) gibt und weiters, dass Oy
nicht faktoriell ist. Nach Satz 3.3 existiert also ein irreduzibles Element 7 € O 4, das nicht prim ist,
i.e. es gibt auberdem &, n € Oy, sodass | En, aber w1& und 7t 7. Nehmen wir zusétzlich an, dass
|Na(¢m)| € Ng minimal ist. Wir definieren nun

e galls [NG(€)] 2 [Nu(m),
' f_lﬂ', falls |Nd(§)| < |Nd(7r)|

Dann ist o € Q(v/d). Da 1€, ist Em~1 ¢ Oy und wire £ 71w € Oy, ie. |7, so wiirde £ ~7 folgen.
In der Tat, da 7| &n, aber w17, muss & ¢ OF gelten, sodass £ ~ 1 wegen der Irreduzibilitit von .
Also existiert eine Einheit e € O] mit £ =, im Widerspruch zu 7t €£. Zusammengefasst gilt ergo
a¢ Og4. Nach Voraussetzung muss es also v,d € Oq4 geben, sodass 0 < |Ng(ay —§)| < 1. Wir erhalten

a=Etn = 0<|Ng(éym ' =0)|<1= 0<|Na(&y—dm)| < |Na(m)| < |Na(€)],
a=E(tr= 0<|Ng( 'y —6)|<l= 0<|Nag(my—38E)|<|Na(&)] <[ Na(m)l.

In beiden Féllen kénnen wir also ¢, ¥ € Oy so wihlen, dass v:= £y — w1 die Abschétzung
0 < |Na(v)| <min {[Na(§)], | Na(m)[}

erfiillt. Da |Ng(v)| < |Ng(m)]|, folgt m4v und nach Annahme gilt auch 717 sowie 7| vn. Das ist ein
Widerspruch zur Minimalitét von |Ng(&n)|, da

| Na(vn)| = [Na(v)| [Na(n)| < [Na(E)] | Na(n)| = |Na(&n)l-

Also muss Oy schon faktoriell sein. O

In der Praxis ist es schwierig nur mit Hilfe der Definition von inopportunen Elementen nachzu-
weisen, dass Oy tatsdchlich faktoriell ist, bedingt durch deren ,komplizierte* Form. Allerdings
haben wir dazu eine Losung:
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Lemma 6.14. Es sei d€Z \ {0, 1} quadratfrei. Ist o € Q(y/d) inopportun, dann existiert ein
inopportunes Element o’ € Q(v/d) der Form

fiir eine Primzahl p und n € Ny mit 0 <n < p.

Beweis. Sei o € Q(v/d) inopportun mit o :%bwd fiir a,b€Z und c €N in gekiirzter Form. Sei p € P
a—+bwy

ein Primteiler von ¢ und ay ::%a: . Da « vollstindig gekiirzt ist, folgt aus Lemma 6.12 (4),

dass o1 inopportun ist. Falls b| p, wiirde %E Z folgen und daher wére die rationale Zahl %: o) — %wd

nach Lemma 6.12 (3) inopportun, im Widerspruch zu Lemma 6.12 (2). Daher ggT(b, p) =1. Nach
dem Lemma von Bézout (Lemma 1.1) existieren also =, y € Z so, dass bx — py=—1. Weil aus
a1 x € Oy folgt, dass p| bz und daher insbesondere der Widerspruch p| —1, haben wir ay z ¢ Q4. Sei

ax+ (bx —py)ws _ ax —wy
p p

Q2= Q1T — Ywqg =

Weil o inopportun ist und a; ¢ Oy, ist a1 & inopportun und in weiterer Folge auch ag =y — ywy.
Nach dem Divisionsalgorithmus existieren n € Ny und z € Z so, dass ax =pz+n. Dann ist z = ?

und
ar—wy ar—mn n-—wq
g — 2= — =
p p p

inopportun, wobei p€P und 0 <n < p. O

Um zu zeigen, dass Oy faktoriell ist, reicht es also aus, zu zeigen, dass kein inopportunes Element

n — wq

der Form fir eine Primzahl p und eine natiirliche Zahl 0 < n < p existiert. Wir haben bis

P

jetzt noch nicht verwendet, dass d <0 und d=1(mod4). In diesem Fall ist d=1—4m fiir ein
meN und wyg= # Fiir d=—3, -7, —11 wissen wir bereits, dass O, euklidisch ist, wir konnen
also m >4 annehmen. Das fiihrt uns zu folgendem Satz.

Satz 6.3. Sei d=1—4m fir m € N;m >4 und d quadratfrei. Dann ist Oy genau dann faktoriell,
wenn

2

pa(n)=n*—n+m

fir alle n € {0,...,m — 1} eine Primzahl ist.
Beweis. (<) Wir fithren einen Beweis durch Widerspruch. Nehmen wir an, dass Oy nicht faktoriell

ist. Dann existiert ein inopportunes Element o € Q(y/d) nach Lemma 6.13, das o. B. d. A. von
der Form a="""¢ fiir peP und 0 <n < p ist (Lemma 6.14).

Wir zeigen nun, dass p <m — 1. Da « inopportun ist, ist
n% —n+m= Ng(n —wg) > Na(p) = p*.

Da n < p erhalten wir p?<n(n—1)+m<p(p—1)+m=p?— p+m, also tatsiichlich p<m — 1.

Sei nun 0<n < p<m—1. Dann ist Ng(n —wg) =n*—n+m nach Annahme eine Primzahl, sodass
zusammen mit dem Faktum p € P folgt, dass entweder p= Ny(n —wq) oder ggT(p, Ny(n —wy)) =1
fiir jene n. Wire p= Ny(n —wy) fiir ein 0 <n < p, dann wére auch

n —wq Na(n—wq)  p
0< N, = ==<1,
d( P ) Nap) 1P
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ein Widerspruch zur Inopportunitdt von «. Somit haben wir ggT(p, Ny(n —wy)) =1 fiir alle 0 <
n < p. Es existieren also x,y € Z mit Nyg(n — wg) x — py =1 nach Lemma 1.1, sodass wir aus
Nag(n —wg) = (n — wy) (n —wq)* die Abschitzung

n —wd
p

1
n—uwg)r—y=—<1
( ) »

erhalten. Da (n — wg)* ¢ und y ganzzahlig sind, liefert das ebenfalls den Widerspruch 0 <

Nd( - ;w‘i (n—wj)x— y) <1 zur Inopportunitit von a.

(=) Sei Oy faktoriell. Wir zeigen zunéchst, dass n —wq in Oy fiir alle n € {0,...,m — 1} irreduzibel
ist. Da % (n—wq) ¢ Oy fiir ke Z \ {£1}, teilt kein k € Z\ {£1} die Zahl n —wy. Sei nun n —wg=af
fir a, B€ Og\ (Z \ {£1}) mit a=a+bwyg und B=e+ fwq, wobei b0, f £0; wir fithren das zu
einem Widerspruch. Dann ist aber

_ b\ 1, 1
Nd(a)—(a+§) +(m‘z>b >m—7

und weil Ny(a) € Z insbesondere Ny(a) > m; ein dhnliches Argument zeigt, dass Ng(8) >m und
daraus folgt

m? < Ng(a) Ny(B) = Ng(aB8) = Ny(n — wq) =n?> —n+m <m? —m+m=m?,

2

ein Widerspruch. Somit ist n — wy irreduzibel. Ware pg(n) =n? —n +m also nicht prim fiir ein

n€{0,...,m — 1}, so gibe es Zerlegungen
k
H pi=n?—n+m=Ngn—ws)=(n—wq) (n—wj)

=1

fiir Primzahlen p1, ..., pr und k > 2, im Widerspruch dazu, dass Oy faktoriell ist. O

Da pg(0) = pa(1) = m, reicht es, die Bedingungen von Satz 6.3 fiir alle Primzahlen 1 <n <m —2 zu
priifen. Manuelle Berechnungen zeigen dann, dass in den Féllen

d=-19, d=-43, d=-67, d=-163
der Ring O, sogar faktoriell ist. Gibt es noch mehr Beispiele?
Satz 6.4. Sei d <0 eine quadratfreie Zahl. Dann ist Oy genau dann faktoriell, falls

de{-1,-2,-3,—-7,—11,-19, 43, —67,—163}.

Beweis. Siehe [Cox89], Satz 7.30. O
Damit haben wir fiir d <0 vollstdndig geklért, wann Oy (norm-)euklidisch/Hauptidealring/fakto-

riell /noethersch/Ring mit Faktorzerlegung ist. Aufierdem haben wir Gegenbeispiele fiir faktorielle
Ringe, die nicht euklidisch sind (siehe Késtchen 4) gewonnen.

7 Lokalisierungen und Quotientenkorper
Proposition 7.1. Z[X] ist faktoriell.
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Beweis. Sei f € Z[X] beliebig, nicht Null, mit f=3""  a;2’ fiir ao,...,an € Z. Sei a:=ggT(ag,...,an),
betrachtet als konstantes Polynom. Dann kénnen wir f =ag fiir primitives g € Z[X] schreiben
und auflerdem a = Hlepj fiir Primzahlen p1, ..., pr € P. In Q[X] kénnen wir auch g= szl g
in irreduzible Polynome gy, ..., g0 € Q[X] zerlegen. Da g primitiv ist, folgt aus dem Lemma von
GauR (Korollar 6.2), dass wir fiir jedes g;, j=1,...,¢, ein primitives Polynom ¢j € Z[X| mit g;~ ¢;
finden, sodass g= Hle qj- Damit ist f= (H?lej) (Hfz1 qj) eine eindeutig bestimmte Zerlegung
von f in irreduzible Elemente aus Z[X]. O

Das bringt unsere Ubersicht auf folgende Form:

R ist faktoriell

Y

R ist ein Ring mit Faktorzerlegung

Y

R ist ein Integritétsbereich

R ist euklidisch z R ist ein Hauptidealring

£

R ist noethersch

LI

Allerdings sind wir noch nicht fertig: Der Beweis von Proposition 7.1 erweckt stark den Anschein,
dass sich eine weitere (strukturelle) Verallgemeinerung verbirgt. Um dem auf den Grund zu gehen,
wollen wir unser Augenmerk auf Ideale in Ringen (insbesondere Primideale) lenken. Zwei Beob-
achtungen dazu:

(1) Im Beweis von Proposition 7.1 sowie einigen anderen Aussagen zu Z[X|, haben wir die Eigen-
schaften von Q[X] verwendet und gewissermafen einen ,Ubergang" von Z nach Q gemacht.

(2) Ist (0) ein maximales Ideal eines Ringes R, so ist R auch ein Korper. Insbesondere ist R
Beispiel eines lokalen Ringes (siehe Definition 7.1). Der gesuchte Ubergang von Z nach Q kénnte

also genau jenem Ubergang von einem Ring in seine ,Lokalisierung® entsprechen (cf. andere
Konstruktionen mit Ringen, wie R~» R[X| bzw. R~» R/I).

Lemma 7.1. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Dann sind die folgenden Bedingungen
dquivalent:

(1) R hat genau ein maximales Ideal I.
(2) R\ R* ist ein Ideal von R.
(3) R hat genau ein maximales Ideal I mit 1+ 1 C R*.

Beweis. (1) = (2) Setzen wir voraus, dass R genau ein maximales Ideal I hat. Wir zeigen, dass
I=R\ R*. Da I maximal ist, ist I ein echtes Ideal, ergo I C R\ R*. Nehmen wir nun fiir einen
Widerspruch an, dass I C R\ R*, i.e. es existiert a € R\ R* mit a ¢ I. Dann folgt I C I+ (a)=R
wegen der Maximalitdat von I. Also kénnen wir 1 =17+ ab fiir r € I und b € R schreiben. Es folgt,
dass ab=1—r ¢ I und da a per Annahme keine Einheit ist, ist auch 1 —r keine Einheit. Sei
ZT:={J<R|(1—-7r)CJ}. Aus dem Lemma von Zorn folgt, dass Z ein maximales Element J hat;
insbesondere ist J ein maximales Ideal mit (1 —r) C.J, sodass I # J. Da wir I aber als einziges
maximales Ideal von R vorausgesetzt haben, ist das ein Widerspruch. Es folgt I =R\ R*.

(2)=(3) Sei I:= R\ R*; dann ist I nach Annahme ein maximales Ideal. Ist r € I beliebig, so folgt
14+ r¢1, da I ein echtes Ideal ist. Insbesondere gilt 1+ r ¢ R\ R*. Folglich ist 1+ r eine Einheit
von Rund 1+ 1 C R*.

(3) = (1) Sei I #J ein anderes maximales Ideal von R. Dann gilt I C I+ J, also I +J = R nach
der Maximalitat von I. Das heiflt es gibt r; € I, r; € J sodass r;+ry=1¢& R. Insbesondere folgt
ry=1—rre€l+4+1CR* dh. J=R, ein Widerspruch. Es folgt, dass I das eindeutige maximale
Ideal von R ist. O
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Definition 7.1. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Erfiillt R eine (und damit alle) Bedingung
aus Lemma 7.1, so nennen wir R einen lokalen Ring.

Beispiel 7.1. Erinnern wir uns zuriick an den Ring der formalen Potenzreihen aus Beispiel 4.4.
Ist R=K ein Korper, so ist der Ring K[[X]] der formalen Potenzreihen {iber K ein lokaler Ring.

Sei f:=37" a; X" eine Potenzreihe mit Koeffizienten a; € K,i > 0. Wir wollen zeigen, dass falls
f ¢ (X) gilt, f Einheit ist. Dann folgt, dass (X) die Menge der Nicht-Einheiten in K[[X]] ist, der
Ring also lokal ist. In der Tat kénnen wir das multiplikative Inverse von f explizit angeben, indem
wir

1—1

—1 -1 } :
bQ::ao 5 biIZ —Qg bjai,j

j=0

fiir i € N setzen, wobei ag#0, da f ¢ (X). Setzen wir g:=3>"72 b; X", so gilt fg=1. In der Tat,
ist >0, haben wir agb; = —Z;;ébj a;—j, d.h. 370 _ai—;b;=0, was genau dem i-ten Koeffizienten
des Produkts fg entspricht. Da agbg=1, ist f also tatséchlich Einheit.

Definition 7.2. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Wir nennen eine Teilmenge S C R mul-
tiplikativ, falls 1 € S und aus r,s € .S auch rs € S folgt.

Lemma 7.2. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und I < R ein Ideal von R. Dann ist I genau
dann ein Primideal, wenn sein Komplement S:= R \ I eine multiplikative Teilmenge von R ist.

Beweis. Nehmen wir zunéchst an, dass S multiplikativ ist. Da per Definition dann 1€ .5, folgt
dass I ein echtes Ideal ist. Seien a,b€ R mit ab€ I und a ¢ I; wir wollen zeigen, dass b€ I. In der
Tat, aus b¢ I folgt a,b€ S und damit ab € S wegen der Multiplikativitat von S, ein Widerspruch
zuabel. Also bel, i.e. I ist ein Primideal.

Umgekehrt, sei I ein Primideal und seien a,b € .S. Angenommen, ab € I. Da I prim ist, folgt
a €I oder b € I; beide Fille liefern einen Widerspruch zu a,b € S und somit muss ab¢ I gelten, i.e.
abe S. Da I ein Primideal ist, folgt 1¢ I, d.h. 1€ .S und S ist multiplikativ. O

Beispiel 7.2. (1) Sei R=Z und S={2*|keNy}={1,2,4,...}. Dann ist S eine multiplikative
Teilmenge von R.

(2) Sei R=Z und S ={1}. Dann ist S offenbar multiplikativ, aber R\ S=7Z\ {1} ist kein Ideal.
Da R\ S kein Ideal ist, steht das nicht im Widerspruch zur Aussage von Lemma 7.2.

Die vorhin angedeutete Lokalisierung wollen wir nun formal aufschreiben.

Definition 7.3. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins nicht der Nullring. Sei aufferdem S C R
eine multiplikative Teilmenge von R. Wir definieren die Relation ,~* auf R x .S durch

(a,8)=(b,t) & JueS:u(at—>bs)=0.

Lemma 7.3. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, S C R eine multiplikative Teilmenge. Dann
ist , &~ eine Aquivalenzrelation auf R x S.

Beweis. Offenbar ist ,~* reflexiv und symmetrisch. Es verbleibt noch die Transitivitat zu zeigen.
Seien (a, ), (b,t), (¢,r) € R x S mit (a,s)~(b,t) und (b,t) =~ (c,r). Dann existieren u,v € S mit

u(at—0bs)=0, wv(br—ct)=0.
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Daraus folgt urv (at —bs) =0 und vsu (br — ct) =0 und somit atruv=bsruv=ctsuv, d.h.
uvt (ar —cs) =0. Da S multiplikativ ist, ist auch uvt € S und es folgt (a, s) =~ (¢,r), wie gewiinscht.
O

Ist (a,s) € R x S, so schreiben wir suggestiv % fiir die von (a, s) induzierte Aquivalenzklasse
beziiglich ,~“. Es gilt namlich:

Definition 7.4. Die Menge
S™'R:= {%| (a,s) € R x S}

mit den Operationen

definiert einen kommutativen Ring mit Eins, genannt ,,Ring der Briiche von R beziiglich S*.

Es ist klar, welche Elemente von S~! R das Nullelement bzw. das Einselement darstellen. Wir
schliefen ab jetzt aus, dass 0 € S, um den Spezialfall zu vermeiden, dass S~! R der Nullring ist.
AuRerdem erhalten wir wieder einen Homormophismus pg: R— S~! R, der jedes Element r € R
an den Bruch ¢g(r) ::% schickt. Es gilt ker ps={r € R |3s€ S:sr=0}; insbesondere ist pg also
eine isomorphe Einbettung, sofern R auch nullteilerfrei ist.

Beispiel 7.3. (1) Warum lassen wir in der Definition von ,~* Multiplikation mit u € S zu? Sei
zunachst ,,~“ auf R x S definiert durch

(a,s)=(b,t) :& at—bs=0.

Falls R ein Integritdtsbereich ist und 0¢ 5, sind die Relationen ,~*“ und ,&* gleich. Ist R allerdings
nicht nullteilerfrei, verletzen wir mit dieser vereinfachten Version die Transitivitat.

Sei beispielsweise R=Z/6Z und S=1{1,2,4}. Dann gilt:
(3,1)=(0,2), (0,2)=(0,1), (3,1)%(0,1).
Andererseits haben wir

(3,1)~(0,2), (0,2)~(0,1), (3,1)=~(0,1).

(2) Der Ring der Briiche aus Punkt (1) weist einige kuriose Eigenschaften auf. Zunéchst ist der
Homomorphismus ¢g: R— S~! R nicht injektiv, da (wie wir auch oben gesehen haben) in S~ R
0 =23 gilt. Man kann zeigen, dass in diesem Fall S™' R~7Z /3 Z.

(3) Es gilt S™' R={0} genau dann, wenn 0 € S. Gilt nimlich %:% in ST R, so existiert u € S
mit u=u(1-1-0-1)=0, d.h. 0€S. Die Umkehrung folgt unmittelbar.

(4) Die Zuordnung S+ S~! R ist nicht injektiv. Sei R=Z, sei S={6" |n €Ny} und T'={2"-3™|m,
n €Np}. Dann gilt offenbar S#+T, aber S"'R=T"'R.

Definition 7.5. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins und nicht der Nullring. Sei I € Spec R;
dann ist R\ I nach Lemma 7.2 multiplikativ. Wir nennen

Ri:=S"'R=(R\I)"'R
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die Lokalisierung von R bei I.

Bevor wir uns Beispiele ansehen, untersuchen wir noch einige elementare Eigenschaften von Loka-
lisierungen.

Lemma 7.4. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und nicht der Nullring. Sei I ein Primideal.
Dann ist %6 (Rp)* genau dann, wenn a ¢ I.

Beweis. Falls % eine Einheit von Ry ist, so existiert %6 Ry mit

ab

=z =1
st

)

b
t

a
S

d.h. es existiert w € R\ I mit u (ab— st)=0. Weil R\ I multiplikativ ist, folgt uab=ust € R\ I
und daher aukerdem a ¢ I, wie gewiinscht. Ist umgekehrt a ¢ I, so ist @ € R\ I und daher % € Rr
mit < 2=1. O

Eine weitere wichtige Folgerung:

Folgerung 7.1. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und nicht der Nullring. Sei I ein Primideal.
Dann ist Ry ein lokaler Ring.

Beweis. Nach Lemma 7.4 ist Ry \ Rf = {% |a€I}. Da I ein Ideal von R ist, ist R; \ Rf ein Ideal
von R;. Somit ist Ry nach Lemma 7.1 ein lokaler Ring. O

Beispiel 7.4. (1) Sei p € P eine Primzahl. Dann ist Z,) = {% 0) |pfb} per Definition und nach
Lemma 7.4 gilt weiterhin Z{,) = {% €Q|pta,ptb}. Da Z,) nach Korollar 7.1 ein lokaler Ring ist,
hat Z(,) nur ein maximales Ideal und dieses Ideal ist Z,).

(2) Wir wollen alle Unterringe von Q, die Z enthalten, finden. Sei Z C R C Q ein derartiger Ring.
Dann ist die Menge

a

S::{bENHaEZ: 7

€R, ggT(a,b)= 1}
nicht leer. Wir zeigen, dass S multiplikativ ist und R= S~ Z. Sei b€ S beliebig und %6 R mit

ggT(a,b)=1; dann gibt es x, y € Z mit ax + by =1, insbesondere %:L’ +y= %, sodass %6 R. Also
ist %6 R fiir alle b€ S. Daraus folgt unmittelbar, dass S multiplikativ ist und R=S"'Z.

Folgerung 7.2. Sei R ein Integritatsbereich. Dann ist die Lokalisierung von R bei (0) ein Kérper.

Beweis. Wir haben (Rg))* = {% laé (0)} =R\ {0} nach Lemma 7.4. O

Diesem Korper geben wir auch einen speziellen Namen.

Definition 7.6. Sei R ein Integritétsbereich. Dann nennen wir R(g) den Quotientenkérper von
R7-L.

Beispiel 7.5. (1) Ist R=Z, so ist der Quotientenkdrper Z) der gewohnte Korper der rationalen
Zahlen, i.e. Z)= Q.

7.1. Englisch: ,,field of fractions".
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(2) Es sei K ein Korper und K[X] der zugehorige Polynomring. Dann schreiben wir K(X) fiir
den Quotientenkorper von K[X]. Analog schreiben wir K (X7,...,X,,) fiir den Quotientenkorper

des Polynomrings von K in n Variablen, K[Xj,..., X,]. Die Elemente dieses Korpers nennen wir
rationale Funktionen tiber K in den Variablen X1,...,X,. Im Allgemeinen sind die Elemente von
K(Xy,...,X,) aber nicht an allen Punkten definiert, intuitiv genau dann, wenn der Nenner der

rationalen Funktion eine Nullstelle hat.

(3) Der Korper C(X) ist eine echte Korpererweiterung der komplexen Zahlen (d.h. ein Korper, der
C enthalt).

(4) Ist d € Z \ {0,1} quadratfrei, so ist Q(v/d) der Quotientenkdrper von Oy. In der Tat, sind a,

B € Q4 BF0, so ist %: A(,J;’?ﬁ) € Q(v/d) und umgekehrt, falls o € Q(v/d), so kénnen wir o= “‘*‘f“’d

fiir a,b, c € Z mit ¢+ 0 schreiben.

Kehren wir nun zu unserer urspriinglichen Motivation zuriick, die Lokalisierung eines Rings einzu-
fiihren. Die Beweise der folgenden Behauptungen iibertragen sich nahezu wortgleich aus den zuvor
bewiesenen Lemma 6.4, Folgerung 6.2, Folgerung 6.3 und Proposition 7.1 indem wir ,,Z“ durch ,,R*
und ,,Q* durch ,, K* ersetzen.

Lemma 7.5. Sei R ein faktorieller Ring und K := R(g) der Quotientenkérper von R. Ein primitives
Polynom f € R[X] ist in R[X] genau dann irreduzibel, wenn es in K[X] irreduzibel ist.

Folgerung 7.3. Sei R ein faktorieller Ring und K := R(gy der Quotientenkdrper von R.

Sei f € R[X] ein primitives Polynom. Zerfillt f in ein Produkt f=gh mit g, h € K[X], so
existieren primitive Polynome ¢’, h’ € R[X], sodass g~ ¢’ und h~h' in K[X] und f=g"h'
Insbesondere unterscheiden sich die Faktoren in K[X] von denen in R[X] nur durch Konstanten
in K.

Folgerung 7.4. Sei R ein faktorieller Ring und K := R gy der Quotientenkorper von R.

Sei f € R[X] ein normiertes Polynom das Produkt f = gh zweier normierter Polynome g, h €
K[X]. Dann folgt g, h € R[X].

Proposition 7.2. Sei R ein faktorieller Ring. Dann ist R[X] faktoriell.
Folgerung 7.5. Sei R ein faktorieller Ring. Dann ist auch R[Xj,..., X,] faktoriell.

Ein durchaus niitzliches Resultat, zuriickgehend auf Theodor Schénemann?-2, aber nach Gotthold
Eisenstein’-? benannt:

Proposition 7.3. (Eisensteinkriterium) Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkorper K =
R(0). Ist f € R[X] ein primitives Polynom vom Grad deg(f)=n mit f=3""_ a; X' und existiert
ein Primelement p € R, sodass

e pla;firi=0,...,n—1,
L p*a’na
b pQJ(ao,

dann ist f irreduzibel in R[X] und K[X].

7.2. Theodor Schénemann (1812 — 1868), deutscher Mathematiker
7.3. Gotthold Eisenstein (1823 — 1852), deutscher Mathematiker
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Beweis. Sei p € R ein Primelement, das die drei genannten Eigenschaften erfiillt. Da p|ag, aber
ptan, folgt n>1. Nach Lemma 7.5 ist es ausreichend die Irreduzibilitidt von f in R[X] zu zeigen.
Nehmen wir also indirekt an, dass f =g-h fiir g,h € R[X], wobei g und h nicht Einheiten sind. Dann
folgt deg(g),deg(h) >0. In der Tat, aus deg(g) =0 folgt, dass g=bg € R. Dann ist aber b ein Teiler
aller Koeffizienten von f und, da f primitiv ist, somit Einheit; ein Widerspruch. Ahnlich zeigt man,
dass deg(h) > 0. Wir kénnen also g=3""_ b; X" und h=3""_ ¢; X" fiir r = deg(g), s = deg(h) und
bo, ..., by, Co,..., s € R schreiben. Da R ein Integrititsbereich ist, folgt r +s=deg(g-h) =deg(f)=
und damit r, s <n — 1. Weiters gilt a,, =b, ¢s und ag=bg co; da p1{ay, folgt p1b, sowie p{c, und
aus p?{ag folgt, dass p genau einen Faktor by oder cg teilt. O. B. d. A. nehmen wir an, dass p|
bp und ptcy. Sei nun t € Ny mit der Eigenschaft, dass p|b; fiir i=0,...,¢ maximal gewahlt. Dann
gilt 0 <t < r. Betrachten wir den Koeflizienten

t
aty1=bsy1co+ Z bici_it1

i=1

und bemerken, dass jeder Summand in der rechten Summe nach Definition von ¢ durch p teilbar
ist. Da aber p1b;41co, folgt ptasi1, sodass nur die Moglichkeit ¢ + 1 =n verbleibt. Daraus folgt
aber r =deg(g) >t + 1=mn und das ist ein Widerspruch. O

Ein Polynom, fiir das ein solches p existiert, wird auch Eisensteinpolynom beziiglich p genannt.

Beispiel 7.6. (1) Betrachten wir das Polynom f:= X3+ 6X2+4X + 2 € Z[X]. Wenden wir das
Eisensteinkriterium mit p =2 an, folgt die Irreduzibilitit von f in Z[X] (und demnach auch Q[X]).

(2) Die Umkehrung des Eisensteinkriteriums gilt nicht. Das ganzzahlige Polynom X?2 + 4 erfiillt
die Voraussetzungen nicht, ist aber in Q[X] irreduzibel. Auch X2 — 4 erfiillt das Kriterium nicht,
ist aber in Q[X] in X2 —4=(X +2) (X —2) zerlegbar.

(3) Sei n > 2 eine natiirliche Zahl und p eine Primzahl. Das Polynom f:= X" — p € Z[X] ist nach
dem Eisensteinkriterium (angewandt mit p) irreduzibel in Q[X]. Dies zeigt insbesondere, dass ¥/p
irrational ist und dass es fiir jeden Grad n > 1 irreduzible Polynome in Q[X] gibt.

(4) Sei f:=X2+Y?2+1 ein Polynom in R[X,Y]. DaR[X,Y ]~ (R[X])[Y] kénnen wir f als Polynom
in der Variablen Y mit Koeffizienten im Ring R:=R[X] auffassen, d.h f=Y?+ (X?+1) € R[Y].
Dann ist R ein faktorieller Ring und das Element p:= X2+ 1 ist in R[X] irreduzibel, somit ein
Primelement. Aus dem Eisensteinkriterium folgt nun, dass f in R[X, Y] irreduzibel ist.

(5) Sei p eine Primzahl. Das p-te Kreisteilungspolynom (oder p-tes zyklotomisches Polynom) ist
definiert als

p—1
Opi=) Xi=XPlyXP 244 X 41
=0

Dann gilt @, :%. Zwar konnen wir das Eisensteinkriterium nicht direkt auf ®, anwenden,
aber betrachten wir die Substitution

_(Xyr-1 (2)x* . (2) x4
= X
e SN AR
so sehen wir, dass p alle Koeflizienten mit Ausnahme des Leitkoeffizienten teilt (siche auch Lemma

5.1) und p? kein Teiler des konstanten Gliedes ist, d.h. g ist nach dem Eisensteinkriterium irredu-
zibel. Dementsprechend ist auch ®,, irreduzibel. Mehr zu diesem Polynom in Beispiel 1.5 (4).

Schliefen wir nun den Kreis und kommen zuriick zum quadratischen Zahlkérper Q(1/d) und den
Ringen ganzer Zahlen O,4. Den Fall d <0, quadratfrei, haben wir bereits untersucht; nehmen wir
also nun an, dass d > 2. Wir wissen bereits, dass Oy genau dann ein Hauptidealring ist, wenn er
faktoriell ist (Satz 6.1), genauso wie im Fall d <0. Durchaus gibt es noch mehr Ahnlichkeiten, aber
auch Unterschiede.
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Beispiel 7.7. (1) Da X2 -2 und X2 — 3 in F5[X] irreduzibel sind, sind 2, 3,2 + /10 in O1g
irreduzibel. Dann folgt aber, dass —6 die zwei Zerlegungen

(24 VI0) (2 - /I0) = ~6 = (~1) (2) (3)

hat, also ist Q19 nicht faktoriell.

(2) Fiir d > 2 gibt es Beispiele von Ringen, die euklidisch sind, aber nicht norm-euklidisch, im
Gegensatz zum Fall d < 0. Beispielsweise kann man zeigen, dass Q14 nicht bezliglich w = |Ny4]
euklidisch ist, aber dafiir beziiglich einer anderen Abbildung.

(3) Sei ¢:= % der goldene Schnitt; dann gilt bekanntermafen ¢ — ¢ — 1 =0, sodass ¢ eine
Einheit von Os ist. Da ¢ > 1 und die Einheitengruppe unter der Multiplikation abgeschlossen ist,

folgt, dass Os unendlich viele Einheiten hat, erneut ein Unterschied zum Fall d <0, wo wir nur
endlich viele Einheiten haben (siche Beispiel 6.3).

Beispiel 7.7 (3) ldsst sich sogar verallgemeinern. Ist d > 2 eine quadratfreie ganze Zahl, so ist
die Einheitengruppe von Oj unendlich. Um das zu beweisen, bendtigen wir einen Satz aus der
Zahlentheorie, benannt nach Adolf Hurwitz”-4:

Satz 7.1. (Hurwitz) Sei a €R eine irrationale Zahl. Dann existieren unendlich viele p, ¢ € Z mit
geT(p, q) =1, sodass

1
VB

a—£’<
q

Beweis. Siehe Satz 193 in [HWG60). O

Lemma 7.6. Sei d > 2 eine quadratfreie ganze Zahl. Dann existiert ein kleinstes g € O} mit 9> 1.
Wir nennen g Fundamentaleinheit.

Proposition 7.4. Sei d > 2 eine quadratfreie ganze Zahl und ¢ die zugehorige Fundamentaleinheit.
Dann gilt:

Oj={k-eg|k==x1,n€Z}.

Beweis. Aus Lemma 2.1 folgern wir unmittelbar die erste Mengeninklusion. Sei nun umgekehrt
e € O}. Wir unterscheiden vier Falle.

e ¢ =1: Offensichtlich.

e ¢ >1: Dann gilt ¢g <e und daher existiert ein n € N mit ¢ff <e < 53+1, insbesondere 1 <
eep " <egg. Wegen eeg " <egp muss g, ' =1 folgen, d.h. e =¢{}, wie gewlinscht.
1 m

e 0<e<1:Dannist e7!>1 und aus dem obigen Fall folgt, dass ein m € Z mit ¢~ =&
existiert. Insbesondere gilt e =¢; ™.

e ¢<0: Dann ist —e > 0, also folgt aus den bereits gezeigten Fillen, dass —e =¢f* fiir ein

m € Z und damit ¢ = —¢g".

Also halt auch die umgekehrte Mengeninklusion. O

Unmittelbar aus dieser Proposition folgt:

7.4. Adolf Hurwitz (1859 — 1919), deutscher Mathematiker
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Folgerung 7.6. Fiir d > 2 eine quadratfreie ganze Zahl ist O} ist abzéhlbar unendlich.

Damit haben wir einen wesentlichen Unterschied zwischen Oy fiir d > 2 und Oy fiir d < 0 gefunden,
da die Einheitengruppe des letzteren Ringes nach Beispiel 6.3 jedenfalls endlich ist. Der Approxi-
mationssatz von Hurwitz ist in dieser Hinsicht jedoch noch tiefgreifender. Topologisch betrachtet
liegt Oy fiir d > 2 dicht in den reellen Zahlen (als Obermenge der rationalen Zahlen), wihrend Oy
fiir d <0 diskret in C =R? liegt. Um zu sehen, wie wichtig diese Eigenschaften sind, blicken wir
auf den Beweis von Satz 1.4, die Division mit Rest, zuriick: ,,Wir setzen ¢:= L%J (die gréfite ganze
Zahl, die kleiner oder gleich % ist)...«

Schliefen wir nun unsere Diskussion der Ringe (der ganzen Zahlen) ab. Dazu geben wir einen
Uberblick zahlentheoretischer Ergebnisse, die die wichtigsten verbleibenden Fragen — némlich jene,
die wir im Fall d < 0 bereits untersucht haben — beantworten. Eine deutlich tiefgehendere Studie
ist in [LemO04] zu finden.

Satz 7.2. (Chatland, Davenport, Inkeri) Es sei d > 2 eine quadratfreie ganze Zahl. Dann ist
Oy genau dann norm-euklidisch, wenn

de{2,3,5,6,7,11,13,17,19,21,29, 33,37, 41,57, 73}.

Satz 7.3. (Narkiewicz) Es sei d > 2 eine quadratfreie ganze Zahl. Fiir alle, bis auf hochstens
zwel Ausnahmen ist Q4 genau dann faktoriell, wenn er euklidisch ist.

Es ist unbekannt, ob es unendlich viele quadratfreie ganze Zahlen d > 2 gibt, sodass O, faktoriell
ist. Jedenfalls wird es vermutet. Ebenso wird vermutet, dass es die zwei ,,omindsen* Ausnahmen
in Narkiewicz’ Theorem nicht gibt. Der Grund dafiir ist u. a. in der Theorie der automorphen
Formen und ihrer L-Funktionen zu finden, siehe z. B. [Gro23].

2 Korper

Widmen wir uns nun der Kérpertheorie ganz allgemein. Im letzten Abschnitt haben wir Oy als
Unterring von Q(v/d) untersucht und kurz bemerkt, dass Q(v/d) eine ,Korpererweiterung von
Q vom Grad 2“ ist. Das suggeriert die Existenz von Korpererweiterungen héheren Grades. Die
Formalisierung dieser Konzepte wird ein wesentlicher Bestandteil dieses Kapitels sein. In unserer
Untersuchung von Ringen haben wir bereits zahlreiche andere Beispiele von Korpern gesehen: Die
rationalen Zahlen Q, die reellen Zahlen R, die komplexen Zahlen C, insbesondere die auf Cauchy?-!
zuriickgehende Beschreibung als R[X]/(X?+ 1) oder die zuletzt studierten Quotientenkorper.

1 Algebraische Korpererweiterungen

Definition 1.1. Es seien K, L Korper mit K C L.

(1) Wir nennen L Korpererweiterung von K oder Erweiterungskorper von K. Ferner nennen
wir K dann Teilkérper von L. Ist auferdem M ein Korper mit K C M C L, so heifst M Zwi-
schenkdrper. Wir schreiben L: K, um die Korpererweiterung von L iiber K zu bezeichnen.

(2) Die Korpermultiplikation von Elementen aus K mit Elementen aus L macht L zu einem
Vektorraum iiber K. Als solcher besitzt L eine bestimmte Dimension dimg L. Sie heilt Grad
von L dber K und wird mit [L: K| bezeichnet. Eine Kérpererweiterung L: K von endlichem
Korpergrad heilt endlich.

0.1. Augustin-Louis Cauchy (1789 — 1857), franzdsischer Mathematiker und Physiker
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Beispiel 1.1. (1) Die reellen Zahlen sind eine Korpererweiterung der rationalen Zahlen, Q CR.

(2) Fiir d € Z, quadratfrei, haben wir Q(v/d) als Kérpererweiterung von Q kennengelernt. Insbe-
sondere ist Q(v/d) Zwischenkdrper Q C Q(+/d) CC.

(3) Ist K ein Korper, so ist der Korper der rationalen Funktionen K (X) {iber K eine Korperer-
weiterung von K. Offenbar ist im Gegensatz dazu K[X] keine Korpererweiterung von K.

Lemma 1.1. Es seien K C K’ C K" drei Korper. Dann gilt
[K":K]=[K":K'] - [K": K].
Insbesondere ist K”: K genau dann endlich, wenn sowohl K’: K, als auch K”: K’ endlich sind.

Beweis. Es sei U eine Basis von K”: K’ und V eine Basis von K': K. Wir zeigen, dass W :=
{uv|ueU,v eV} eine Basis von K”: K ist. Aus der linearen Unabhingigkeit von U folgt dann,
dass die Elemente in W paarweise verschieden sind und daraus die Behauptung.

Erzeugendensystem: Sei u € K" beliebig. Dann ist u = 2?21 m; u; fiir ein n € N, m; € K’ und

u; €U, da U Erzeugendensystem von K’ als K’-Vektorraum ist. Da aber K’ ein K-Vektorraum
ist, ist jedes m; von der Form m; = 27:1 k;jv; fiir ein n;=n;(m;), ki; € K und v; € V. Daher ist

n ng

u:Z miuizz Zkijvj uizzzkij(uivj)a
i=1

i=1 \ j=1 i=1 j=1

sodass W ein Erzeugendensystem von K iiber K ist.

Lineare Unabhéangigkeit: Sei nun

Z Z k‘ij (Uﬂ}j):O fur é,TLEN,k‘ijEK und uﬂ}jEW.

i=1 j=1

Sei m; 1= Zle kijvje K' fir i=1,...,n. Dann folgt }7"  m;u;=0 und da U als Basis von
K" iiber K’ linear unabhéngig ist, muss m; =0 fiir alle ¢ folgen. Insbesondere folgt daraus, dass
Z§:1 kijv;=0 und da V als Basis von K’ iiber K auch linear unabhéngig ist, folgt sogar k;; =0
fiir alle 4 und j. Damit ist die lineare Unabhéngigkeit von W gezeigt. ]

Eine interessante Konsequenz ist:

Folgerung 1.1. Es seien K C K'C K" drei Kérper. Dann folgt, dass [K': K| ein Teiler von [K": K]
ist. Insbesondere gilt: Wenn [K”: K] eine Primzahl ist, so gibt es zwischen K" und K keinen echten
Zwischenkéorper.

Beweis. Die erste Aussage folgt unmittelbar aus Lemma 1.1. Ist [K”: K| eine Primzahl und gibt es
einen Zwischenkorper K C K’/ C K| so folgt aus demselben Lemma [K': K]|=1 oder [K": K']=1.
Insbesondere muss K = K’ oder K'= K" gelten. a

Lemma 1.1 ist also ein hilfreiches Werkzeug, die Frage der Existenz von Teilkérpern in ein Teil-
barkeitsproblem zu verwandeln.

Definition 1.2. Es sei L ein Koérper und © C L eine Teilmenge.

(1) Der Durchschnitt aller Teilkorper (bzw. Unterringe) von L, welche © enthalten, ist ein
Teilkorper (bzw. Unterring) von L und heifst der von © erzeugte Teilkorper (bzw. Unterring)
von L.
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(2) Ist L: K eine Korpererweiterung eines Korpers K und = C L eine Teilmenge, so heifst der
von K UE erzeugte Teilkorper (bzw. Unterring) von L der von Z tber K erzeugte Teilkorper
(bzw. Unterring) von L und wird mit K(Z) (bzw. K[Z]) bezeichnet. Ist Z={ay,..., a,} eine
endliche Menge, so schreiben wir K (ayq,...,ay) (bzw. Klag, ..., ap)).

Die Notation aus Punkt (2) erinnert stark an jene der (Lokalisierung von) Polynomringen. Das ist
auch gerechtfertigt:

Proposition 1.1. Sei L: K eine Korpererweiterung und aq, ..., a, € L. Dann gilt fiir den von K
und g, ..., a, erzeugten Zwischenkorper

K(al,...,an){H|f,gEK[Xl,...,Xn],g(al,...,an)%()}.

Beweis. Sei S die rechte Seite. Ist HG S fir f,ge K[X;,...,X,] und g(aq,...,a,) #0, so

sind der Zahler und Nenner Elemente von K(aq,...,a,), da dieser als Kérper unter Multiplikation
und Addition abgeschlossen ist und damit auch das Ergebnis der Division dieser Elemente. Es folgt
SCK(a,...,an). Umgekehrt folgt unmittelbar, dass S ein Teilkérper von L ist, der K U{aq,...,an}
enthélt und damit per Definition K(aq,...,a,) CS. O

Ein analoges Resultat werden wir in Kiirze auch fiir K[og,.. ., o] sehen.

Definition 1.3. Es sei K C L eine Korpererweiterung. Ein Element a € L heifst algebraisch tber
K, falls f e K[X], f+0, existiert mit f(«a)=0. Falls kein solches Polynom existiert, nennen
wir a transzendent tiiber K. Die Erweiterung L: K heifit algebraisch, wenn jedes Element von L
algebraisch ist und sonst nennen wir L: K transzendent.

Beispiel 1.2. (1) Sei K =Q und a=+/2. Dann ist f:=X?—2¢€ K[X] ein Polynom mit /2 als
Nullstelle. Folglich ist /2 algebraisch iiber Q. Eine transzendente Korpererweiterung L: K kann
also sehr wohl algebraische Elemente enthalten, die nicht schon in K waren.

(2) Als Nullstelle von X2+ 1 ist \/—1 algebraisch iiber Q und daher insbesondere iiber R.

(3) Charles Hermite!'! hat im Jahr 1873 bewiesen, dass e transzendent ist. Kurz danach hat
Lindemann!? im Jahr 1882 gezeigt, dass auch 7 transzendent ist.

(4) Ist @ € K, dann ist o auch algebraisch tiber K, ndmlich als Nullstelle des Polynoms X — .

(5) Ein algebraisches Element tiber Q heift algebraische Zahl. Da es hochstens abzahlbar unend-
lich viele rationale Polynome mit endlich vielen Nullstellen und deshalb nur héchstens abzahlbar
unendlich viele algebraische Zahlen gibt, folgt, dass liberabzadhlbar unendlich viele transzendente
reelle Zahlen existieren.

Die Bedeutung algebraischer Elemente sehen wir in folgendem Satz.

Satz 1.1. Es sei L: K eine Korpererweiterung und « € L algebraisch iiber K. Dann gilt:
(1) K(a)=K|a).
(2) K(a) 2 K[X]/ () fiir ein irreduzibles, monisches Polynom ¢ € K[X] vom Grad n > 1.
(3) {1,a,a?,...,a" 1} ist eine K-Basis von K(«) und es gilt [K(a): K] =n.

Insbesondere ist das Polynom ¢ in (2) als irreduzibles, monisches Polynom mit ¢(«) =0 eindeutig
bestimmt. Ist g € K[X] mit g(a) =0, so folgt ¢| g.

1.1. Charles Hermite (1822 — 1901), franzdsischer Mathematiker
1.2. Carl Louis Ferdinand Lindemann (1852 — 1939), deutscher Mathematiker
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Beweis. (1) Da K C KJa], konnen wir die Evaluationsabbildung ev,, : K[X]| — K|a] betrachten.
Diese ist ein Ringhomomorphismus und sogar surjektiv. In der Tat, da offenbar K U {a} Cimev,,
folgt aus der Definition von K[| als Durchschnitt aller Unterringe, die K U {«} enthalten, dass
K[a] Cimev, und daher sogar K[a]=im ev,,.

Nach Lemma 4.6 (1) ist ker ev, < K[X] ein Ideal von K[X]. Nach Proposition 4.1 ist K[X] aber
ein Hauptidealring und somit existiert f € K[X] mit kerev,=(f). Dann gilt f(a)=0. Insbesondere
folgt aus «v algebraisch, dass ( f)# (0) und aus der Surjektivitit von ev,, dass kerev, # K[X]. Somit
ist (f) ein echtes Ideal von K[X], also f+#0 und f ¢ K[X]*. Daraus folgt, dass deg(f) >1. Wir
kénnen also f=3>""  a; X' fiir ag,...,a, € K mit n=deg(f) schreiben. Da a, #0, ist ¢:= a ' f
wohldefiniert. Wir halten einige Eigenschaften von ¢ fest:

e (o ist monisch mit deg(y) > 1.
e Esgilt ¢~ f und somit (¢) = (f) nach Lemma 3.5 (2).
e pekerev,, also p(a)=0.

Aus dem Isomorphiesatz fiir Ringe 4.2 folgt, dass
K[X]/(¢)=K[X]/kerev, Ximev, = K[a].

Da K[a] C L, ist K[a] nullteilerfrei, sodass nach Proposition 4.3 (¢) ein Primideal in K[X] ist, ¢
also ein Primelement in K[X] (Lemma 4.2), daher irreduzibel (Lemma 3.4) und also ein maximales
Ideal (Proposition 4.1 und Lemma 3.5 (3)), insbesondere K[X]/ () also ein Korper (Proposition
4.3). Da K («) nach Definition der kleinste Korper ist, der K U{a} enthdlt muss schon K («) = K]
gelten.

(2) Aus Teil (1) wissen wir, dass K (o) 2 K[X]/ () fiir ein irreduzibles, monisches Polynom ¢ mit
deg(y) > 1. Wir zeigen nun, dass es eindeutig bestimmt ist. Ist aber g(«) =0 fiir ein g € K[X], so
folgt eva(g) =0, also g € kerev,, und damit g € (@), i.e. ¢|g.

(3) Sei € K(a) beliebig. Nach (1) existiert g € K[X] mit ev,(g) =5, d.h. g(a) = 4. Da K[X]
beziiglich deg euklidisch ist (Proposition 4.1), existieren ¢, € K[X] mit g= gy +r und deg(r) <
deg(¢p). Seir=3"" b; X" fiir by, ..., by € K und m =deg(r). Dann folgt

9(0) = q(a) p(a) +r(a) =r(a) =Y bia,
1=0

sodass {1,q,...,a™” !} jedenfalls Erzeugendensystem von K («) ist. Es verbleibt noch, die lineare
Unabhéngigkeit zu zeigen. Angenommen, dass Z?;Ol Xia'=0 fir Ag,..., d\—1 € K. Sei h:=
Z;:Ol i X% Dann gilt h(a) = Z;:Ol i’ =0 und deg(h) <n=deg(y). Nach (2) haben wir aber
auch ¢|h und daher muss h =0 sein. Insbesondere folgt, dass \g=---=\,,_1=0. O

Definition 1.4. Das eindeutig bestimmte irreduzible, monische Polynom ¢ € K[X] mit ¢(a)=0
aus Satz 1.1 (2) heifst Minimalpolynom von « iber K.

Beispiel 1.3. (1) Das Element o :=+/2 ist, wie bereits festgestellt, iiber Q algebraisch und hat
Minimalpolynom X2 —2. Aber « ist (trivialerweise) auch algebraisch iiber R mit Minimalpolynom
X — /2. Der Kérper, iiber den wir a betrachten, spielt also eine wesentliche Rolle.

(2) Betrachten wir den Kérper Q(v/2,+/3). Das Minimalpolynom von +/3 iiber Q(1/2) ist offenbar
X2 -3, also [Q(v/2,v/3):Q(v/2)] =2 wegen Satz 1.1. Aus Satz 1.1 folgt auRerdem, dass {1,+/3} eine
Basis von Q(v/2,+/3) iiber Q(1/2) ist. Die Gradregel liefert nun [Q(v/2,+/3): Q] =4. Eine Basis von
Q(v/2) iiber Q ist gegeben durch {1,/2}; ist also a=a; +asv/3 € Q(v/2,/3) fiir a1, a2 € Q(v/2),
so folgt durch Substitution von a1 =a; + b1 /2 und g =as +bs+/2, a1, as, b1, b € Q, dass

a=(a1+b1\/§)+(a2+b2ﬂ)\/gzaﬁ—bl\/§+a2\/§+b2\/€.
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Da {1,v/2,/3,1/6} eine vier-elementige Menge ist, folgt dass dies bereits eine Basis von Q(1/2,1/3)
iiber den rationalen Zahlen ist.

Folgerung 1.2. Ist L: K eine Korpererweiterung und sind «y, ..., «, € L algebraische Elemente,
so ist K(aq,...,a,) eine endliche Erweiterung von K mit Klaq, ..., ) =K(a1,...,ap).

Beispiel 1.4. Es sei p eine Primzahl und n € N. Dann ist ¥/p als Nullstelle des Polynoms ¢ :=
X™— p e Q[X] algebraisch iiber Q und folglich ist Q[¥/p] eine endliche Kérpererweiterung von
Q. Aus dem Kriterium von Eisenstein folgt, dass ¢ irreduzibel ist (cf. Beispiel 7.6) und ist als
normiertes Polynom demnach schon das Minimalpolynom von ¥/p iiber Q. Es folgt, dass [Q[¥/p]:
Q] =deg(y)=n. Insbesondere ist nach der Gradregel (Lemma 1.1) die Erweiterung R : Q unendlich.

Auch die Umkehrung von Satz 1.1 gilt:

Proposition 1.2. Es sei L: K eine endliche Kérpererweiterung des Korpers K. Dann ist L alge-
braisch iiber K und L= K(a,...,a,) fir ai,...,a, € L.

Beweis. Sei n:=[L: K] eine positive ganze Zahl und sei « € L beliebig. Dann sind die n + 1
Elemente 1, c, ..., a™ linear abhéngig iiber K, sodass es Ag,..., A\, € K gibt, die nicht alle Null
sind, mit Z?:o i ' =0. Daraus folgt aber unmittelbar, dass o Nullstelle des Polynoms g :=
S oA Xe K[X]\ {0} ist. Weil a beliebig gewiihlt worden ist, folgt, dass L: K algebraisch ist.
Sei nun ag,...,a, € L eine Basis von L als Vektorraum iiber K; dann gilt L=K(a1,...,®,). In der
Tat, per Definition gilt K (a1,...,a,) C L und ist « € L beliebig, so ist wegen der Abgeschlossenheit
von K(ay,...,a,) unter Addition und (Skalar-)Multiplikation auch die Linearkombination von
a1, .., Qp, die a beschreibt, in K(aq, ..., an,). O

Beispiel 1.5. (1) Die Korpererweiterung Q(1/2,+/3) : Q ist algebraisch.
(2) Da e™V=1/" fiir n € N eine Nullstelle des Polynoms X 2" — 1 ist, folgt, dass Q(e™¥~1/") endlich

ist und damit sogar algebraisch. Insbesondere sehen wir, dass

1
cos(%) = (e™VTT/n 4 o=mV=T/my ¢ Q(enVT/m)

und also auch algebraisch iiber Q ist.

(3) Wir haben bereits gesehen, dass sowohl 7, als auch e transzendent (iiber Q) sind. Gilt das auch
fir m +e und 7-e? Die Antwort ist unbekannt, aber wir konnen feststellen, dass mindestens eine
dieser Zahlen transzendent {iber QQ sein muss. Wiren beide Zahlen 7+ e, - e algebraisch iiber Q,
so wire Q(7 - e, m+¢) eine endliche Korpererweiterung von Q und daher algebraisch. Insbesondere
ist dann (7 —e)?= (7 +e)? — 4 (7 - e) algebraisch iiber Q und folglich auch 7 —e. Daraus ergibt
sich dann aber der Widerspruch, dass 7 algebraisch iiber Q ist.

(4) Sei ¢p:= e>™V=1/P fiir eine Primzahl p € P die p-te primitive Einheitswurzel. Dann ist Cp
Nullstelle des rationalen Polynoms X? — 1 und damit algebraisch iiber Q. Da X?P — 1= (X —
1)- ®, und {, # 1 fiir das zyklotomische Polynom &, aus Beispiel 7.6 gilt, folgt, dass ®, sogar das
Minimalpolynom von ¢, {iber Q ist. Aus Satz 1.1 folgt also

p—2
QG =P QG
k=0

(mit der Notation aus Definition 6.3) und ferner

Q[X]/(®p) = Q(C)
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mit [Q(¢p) : Q] =p — 1, was die Bezeichnung , Kreisteilungskérper vom Grad p — 1% rechtfertigt.

(5) Sei d€Z\ {0,1} eine quadratfreie ganze Zahl. Dann ist wy algebraisch, Q(wy) also eine algebrai-
sche Korpererweiterung von Q und Q[X]/(¢) ¥ Q(wq) fiir das Minimalpolynom ¢ von wg. Doch
wir haben gesehen (Diskussion vor Definition 6.1), dass pg das Minimalpolynom von wy in Q ist,
also erhalten wir die bekannte Beziehung Q[X]/ (pa) = Q(wa) = Q(v/d)*3.

Der Begriff der algebraischen Kérpererweiterung ist ,transitiv*:

Lemma 1.2. Seien K C M C L Korpererweiterungen. Ist « € L algebraisch iiber M und ist M : K
algebraisch, so ist auch o algebraisch iiber K. Insbesondere ist die Erweiterung L: K genau dann
algebraisch, wenn L: M und M : K algebraisch sind.

Beweis. Sei ¢ = Z?:o a; X* das Minimalpolynom von « iiber M. Dann ist « iiber dem Teilkdrper
K(ag,...,ap) von M algebraisch, sodass [K (ao, ..., an, ) : K(ag,...,a,)] <oo nach Satz 1.1. Nach
Folgerung 1.2 ist auch [K (ag,...,a,): K] < oo, wegen Lemma 1.1 also insbesondere [K (ao, ..., n,@):
K] < oo. Wegen Proposition 1.2 ist K(ag,..., an, @) algebraisch iiber K, insbesondere also «
algebraisch iiber K. O

In Definition 5.2 haben wir die algebraische Abgeschlossenheit definiert. Wir wollen diesen Begriff
nun weiter ausfithren.

Definition 1.5. (1) Es sei K: Q eine endliche Korpererweiterung. Dann heiflt K (algebraischer )4
Zahlkérper.

(2) Es sei K ein Korper, K': K eine algebraisch abgeschlossene Korpererweiterung und = :=
{a € K'|«a alg. iiber K}. Dann heifit K := K(Z) der algebraische Abschluss von K in K'.

Ist K =Q und K’=C, so nennt man Q schlicht den Kérper der algebraischen Zahlen und o € C
algebraisch, wenn es algebraisch iiber QQ ist. Ansonsten nennt man « transzendent.

Die Bezeichnung ,algebraischer Abschluss® ist angebracht:

Lemma 1.3. Sei K ein Korper, K': K eine algebraisch abgeschlossene Korpererweiterung. Dann
gilt:

(1) Ist Z:={a € K'| a alg. iiber K}, so gilt K =E.
(2) K ist algebraisch iiber K.

(3) K ist algebraisch abgeschlossen.

Beweis. (1) Per Definition gilt = C K. Seien umgekehrt o, 3 € Z; wenn wir zeigen konnen, dass auch
a+fB,a-fB,a"in Z liegen, i.e. = ein Kérper ist, so folgt aus der Minimalitit von K (Z) unmittelbar,
dass K(Z) CE. In der Tat, K («, 3) ist nach Proposition 1.2 eine endliche Kérpererweiterung, daher
algebraisch und somit sind auch o+ 3, - # und a~! algebraisch iiber K.

(2) Das folgt unmittelbar aus (1).

(3) Sei f € K[X] ein beliebiges nichtkonstantes Polynom. Da K CK', hat f eine Nullstelle « € K’
und « ist algebraisch iiber K. Da K algebraisch iiber K ist, nach (2), folgt aus Lemma 1.2, dass
« algebraisch iiber K ist, also a € 2. Aber wegen (1) gilt K ==, also hat f eine Nullstelle in K. J

1.3. Fiir d = —3 erhalten wir sogar, da 23+ 1=+/—3, dass Q(v/—3) = Q({3).

1.4. Da seine Elemente nach Proposition 1.2 alle algebraisch sind.
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]?eispiel 1.6. (1) Esgilt QC Q CC. Ersetzen wir in Beispiel 1.4 ,R“ durch ,Q%, so sehen wir, dass
Q: Q eine unendliche Kérpererweiterung von Q ist. Die Umkehrung von Proposition 1.2 gilt also
nicht: Es existieren algebraische Koérpererweiterungen, die unendlich sind.

(2) Sind ay, ..., a, € C algebraisch, dann ist K :=Q(ay,. .., an)iein algebraischer Zahlkérper mit

QC K CQCC. Es gilt unter Anwendung von Lemma 1.2, dass K =Q. Da K:Q endlich ist, folgt,
dass der algebraische Abschluss endlicher Korpererweiterungen nicht unbedingt endlich sein muss.
(Offenbar ist diese Beispiel nicht das einfachste.)

(3) Mit Hilfe des Auswahlaxioms kann man zeigen, dass jeder Kérper K einen algebraischen
Abschluss besitzt, d.h. es existiert ein kleinster Korper K, der K enthilt und algebraisch abge-
schlossen ist.

(4) Ist K': K algebraisch abgeschlossen, so konnen wir im Allgemeinen nicht folgern, dass K’
algebraisch tiber K ist, sei beispielsweise K'=C und K =Q.

Viele der Begriffe, die wir in diesem Abschnitt eingefithrt haben, sind Verallgemeinerungen von
Konzepten, die uns schon im Studium der quadratischen Zahlkorper begegnet sind. In Proposition
6.3 haben wir gezeigt, dass Oy der ganze Abschluss von Z in Q(+/d) ist. Gibt es auch ein Analogon
davon in allgemeinen Zahlkérpern? Dazu ein kurzer Uberblick; eine tiefgehendere Untersuchung
dieser Objekte ist vor allem Gegenstand der algebraischen Zahlentheorie.

Definition 1.6. Es sei K ein algebraischer Zahlkorper. Dann heifit

Ok :={a€ K |3f € Z|X] : monisch, f(a)=0}
der ganze Abschluss (oder Ganzabschluss) von Z in K.
Man kann zeigen:

Satz 1.2. Sei K ein algebraischer Zahlkorper. Dann ist Ok ein noetherscher Ring und heifst Ring
der ganzen Zahlen von K.

Zum Abschluss noch einige interessante Resultate {iber O, die auch den néchsten Abschnitt
motivieren.

Satz 1.3. (Weinberger) Unter der Annahme der Verallgemeinerten Riemann’schen Vermutung
gilt: Enthélt Ok unendlich viele Einheiten, dann ist Ok genau dann euklidisch, wenn es ein HIR ist.

Ebenso kann man zeigen, dass Oj nur fiir K = Q und K = Q(\/d) fiir d < 0, quadratfrei, endlich
ist. Das bedeutet, dass die Beispiele fiir Hauptidealringe, die nicht euklidisch sind, unter allen O
genau O_19,0_43,O_g7 und O_143 sind. Allerdings ist das unter der Annahme der Riemann’schen
Vermutung. Was weiff man ohne Annahme dieser?

Satz 1.4. (Dirichlet’scher Einheitensatz) Sei K ein algebraischer Zahlkorper. Dann gilt
O =2{aeK|IkeN:ak=1} x 2"
fir ein v > 0.

Beweis. Ein zugénglicher Beweis ist in [Mar18] zu finden. O

Das bedeutet insbesondere, dass Of genau dann unendlich ist, wenn der Exponent v grofer als
Null ist. Das fiithrt uns zu folgendem Ergebnis:
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Satz 1.5. (Murty, Harper) Ist ¥ >4 und ist K eine Galoiserweiterung der rationalen Zahlen,
so ist der Ring Ok genau dann euklidisch, wenn er ein Hauptidealring ist.

2 Galoistheorie

Abgesehen davon, dass wir nicht iiber die notwendigen Mittel verfiigen, diese Sétze rigoros zu
beweisen, bleiben noch zwei Fragen offen: Was ist eine Galoiserweiterung? Wie ist die Isomorphie
im Dirichlet’schen Einheitensatz zu verstehen? Folgendes Lemma ebnet den Weg zur Klarung
dieser Fragen.

Lemma 2.1. Es seien L: K und F': K Korpererweiterungen und o: F — L ein Kérperhomomor-
phismus. Dann ist o genau dann K-linear, wenn o(k) =k fiir alle k € K.

Beweis. Es sei o zundchst K-linear. Dann ist o(k)=o0(k-1)=k-o(1) =k fiir beliebiges k € K.
Umgekehrt, falls o(k) =k fiir alle k € K gilt, so seien k, k' € K sowie u,v € F beliebig. Dann gilt

olku+k'v)=0(k)o(u)+o(k)o(v)=ko(u)+k'o(v),
also ist o auch K-linear. O

Definition 2.1. Es seien L: K und F: K Korpererweiterungen und o: F'— L ein Korperho-
momorphismus, der die dquivalenten Bedingungen aus Lemma 2.1 erfiillt. Dann heifst o ein K-
Homomorphismus von F nach L. Ist F'=L und o sogar ein Isomorphismus, so nennen wir ¢ einen
K-Automorphismus von L.

Wir schreiben

Gal(L/K):={o: L= L | K-Automorphismus}

fiir die Menge aller K-Automorphismen von L und nennen diese Menge die Galois-Gruppe?! der
Korpererweiterung L: K.

Beispiel 2.1. (1) Wir berechnen die Galois-Gruppe von C:R. Sei 0: C— C ein beliebiger R-
Automorphismus der komplexen Zahlen. Dann gilt fiir eine komplexe Zahl a4+b+/—1, a,b€R,

ola+byv—1)=0(a)+0()o(v/-1)=a+bo(v/—1).
Da o(y/—1)?=—1 erfiillen muss, haben wir die zwei Méglichkeiten o(y/—1)=+/—1 und o(y/—1)=

—+/—1. Das heiflt die Galois-Gruppe von C:R hat zwei Elemente: Die Identitéts- und Konjugati-
onsabbildungen.

(2) In Beispiel 1.3 haben wir die Basis {1,/2,+/3, 6} von Q(v/2,/3): Q bestimmt; was ist die
Galois-Gruppe dieser Korpererweiterung? Sei o: Q(v/2,+v/3) — Q(v/2,+/3) ein Q-Automorphismus
von Q(+/2,+/3). Dann gilt fiir ein beliebiges Element a + b+/2 + ¢+/3 +d /6 aus diesem Koérper

o(a+bv2+cy/3+dVE6)=a+bo(v2)+co(V3)+do(V6).
Die Einschrinkung o(v/2)?=2,0(y/3)%?=3,0(1/6)? =6 liefert uns nun vier Méglichkeiten, i.e.
o(V2) = £v3, 0(vB) = £ 3,

wobei 0(y/6) =0(y/2) 0(+/3) bereits durch die Wahl von o(y/2) und o(/3) festgelegt ist.

2.1. Evariste Galois (1811 — 1832), franzdsischer Mathematiker
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(3) Wir zeigen, dass die Galoisgruppe von R: Q trivial ist. Sei 0:R— R ein Q-Automorphismus.
Falls x>0, so gilt o(z) =0((y/7)?) =0(\/2)?> 0. Falls also x,y € R mit z <y, so gilt o(y) — o (x) =
o(y—x)>0,dh. o(z)<o(y).

Sei nun z € R beliebig; wir wollen zeigen, dass o(x) =xz. Offenbar gilt das, wenn x € Q; sei also
2z ¢ Q. Dann kénnen wir eine Folge (2,)nen in Q finden, sodass x,, — = und x,, < z fiir alle n > 1.

Ahnlich finden wir eine Folge (yn)nen in Q, sodass y,, — = und y,, >z fiir alle n > 1. Es folgt, dass
Tp < <y fiir alle n > 1, insbesondere x,, =0 (z,) <o (x) <0 (yn) = yn, sodass aus der Eindeutigkeit
von Grenzwerten folgt, o(z) ==.

Lemma 2.2. Es sei L: K eine Korpererweiterung. Dann ist Gal(L/ K) eine Gruppe beziiglich der
Zusammensetzung von Abbildungen. Insbesondere gilt Gal(L/K) < S(L).

Beweis. Seien 01,09: L= L zwei K-Automorphismen. Wir miissen zeigen, dass 01002 € Gal(L/K)
und o7t e Gal(L/K). Seien uq,us € L; dann existieren vy, vy € L mit o1(v1) =u1 und o1(ve) = us.
Daraus folgt

o1 Hur 4 uz) = oy H(o1(v1) + o1(v2)) =01 o1 (v1 +v2)) =vi+v2 =07 (u1) + oy (up)

und #hnlich o7 *(ug - up) = o7 H(u1) - o7 *(ug). Ferner gilt o '(k) =0y (01(k)) =k fiir alle k € K,
also tatséchlich o7 ' € Gal(L/K). AuRerdem sehen wir

(o1009)(u1 4+ u2) =01(02(u1 + u2)) = o1(o2(u1) + o2(uz))
=o1(o2(u1)) + o1(o2(u2))
= (01 o 0'2) (U1) + (01 o 02)(u2)

und (01 0 09)(k) = 01(02(k)) = o1(k) = k. Ahnlich zeigt man, dass oy 0 o mit der Multiplikation
vetréglich ist. Da die Identitdtsabbildung auf L offenbar ein K-Automorphismus ist, folgt, dass
Gal(L/ K) eine Untergruppe von S(L), der Bijektionen auf L, ist (siehe auch Beispiel 2.1 (4)). O

Lemma 2.3. Es sei K C M C L eine Korpererweiterung mit Zwischenkoérper M und H <Gal(L/K)
eine Untergruppe. Dann gilt:

(1) LE:={¢e L |Voe H:o(f)=/{} ist ein Zwischenkdrper von K C L, genannt der Fizkdrper
von H in L.

(2) Gal(L/M) ist eine Untergruppe von Gal(L/K).
Beweis. (1) Seien ¢1, ¢ € L™ und o € H beliebig. Dann gilt
oly—0)=0c(l)) —o(la) =0y —ly, o(ly- by )=0(l)) -o(ly)=101-5"

also handelt es sich tatséchlich um einen Teilkérper von L. Da o(k) =k fir alle k € K per Definition
von H folgt insbesondere K C LECL.

(2) Nach Lemma 2.2 ist Gal(L /M) tatsichlich eine Gruppe. Wir miissen also nur zeigen, dass
Gal(L/M)C Gal(L/K). Aber ist 0 € Gal(L /M) und k € K beliebig, so folgt k € M und daher
o(k)=k, da o ein M-Automorphismus ist. O

Definition 2.2. Es sei L: K eine Korpererweiterung. Ist K = LG (/%) dann heiRt L: K eine
Galoiserweiterung bzw. galoissch.

Beispiel 2.2. (1) Sei L: K eine Korpererweiterung und Ko := LGL/E) Dann ist K C Ko und
L: K eine Galoiserweiterung mit Gal(L / Ky) =Gal(L/K).
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(2) Fiir d€Z\ {0,1} ist Q(v/d): Q eine Galoiserweiterung. In der Tat, offenbar fixiert jeder

Q-Automorphismus von Q(+v/d) die rationalen Zahlen wihrend die Konjugationsabbildung ein
Automorphismus ist, der alle anderen Elemente ,bewegt®. Insbesondere erhalten wir so unendlich
viele Galoiserweiterungen von Q.

(3) Aus Beispiel 2.1 (1) folgt, dass C: R galoissch ist.

(4) Sei K ein unendlicher Koérper sodass 14+ 1+ --- +1#0 (formal, char(K)=0). Dann ist
K(X): K eine Galoiserweiterung; beispielsweise induziert die Substitution X — X + 1 einen K-
Automorphismus von K (X) mit Fixkorper K, da K per Annahme unendlich ist. Insbesondere
folgt, dass K(X1,...,X,): K eine Galoiserweiterung ist.

Die Signifikanz von Galoiserweiterungen ist auf folgendes Resultat, genannt der ,Hauptsatz der
Galoistheorie zuriickzufiihren:

Satz 2.1. (Hauptsatz der Galoistheorie) Es sei L: K eine endliche Galoiserweiterung. Dann
gibt es eine Bijektion zwischen der Menge der Zwischenkdrper von K C L und der Menge der
Untergruppen von Gal(L/K), gegeben durch

{M | K C M C L Zwischenkorper} — {H | H < Gal(L/K) Untergruppe}
M — Gal(L/ M)

mit inverser Abbildung

L —H.
Beweis. Siehe [Mil22], Satz 3.17. O

Beispiel 2.3. Wir wollen alle Zwischenkorper von Q C Q(?{/Z Cg) bestimmen. Das Minimalpo-
lynom von 3/2 iiber dem Koérper Q((3) ist

X 9= (X -2) (X -Y26) (X -42Q),
daher [Q(3/2, (3): Q(¢3)] =3 und
[Q(3/2,¢): Q] =[Q(3/2, ) : Q(¢)] - [Q(¢s) : Q] =3-2=6.

Eine Basis von Q(%/2, (3) iiber Q((3) ist {1,%/2,3/4} nach Satz 1.1. Weiterhin wissen wir, dass
{1, (3} eine Basis von Q((3) iiber Q ist. Ist also a=a1+az¥/2 + a3/ € Q(3/2, (3), so haben wir
a1 =a1+ by (3, s =az+ by (3 und a3 = a3+ bs (3 fiir rationale a;, b;, 1 <7 <3, sodass

a=a1+ /2 +asi/4
=a1+by G3+ (az+b2(3) V2 + (az+ b3 (3) /4
=a1+b1 (34 a23/2 + b2 (332 + as /4 + b3 (3V/4,

ie. {1,3/2,3/4, (3, (3¥/2, (33/1} ist Erzeugendensystem von Q(3/2, (3) als Vektorraum iiber Q
und sogar Basis.

Wir berechnen nun die Galoisgruppe von Q(3/2, (3): Q. Sei o: Q(3/2, ¢3) — Q(3/2, (3) ein
beliebiger Q-Automorphismus von Q(%/i (3). Mit « wie vorher, erhalten wir dann

o(a1 401 G+aa¥/2+b2 Y2+ asd/A+bs (3¥/4) =ar1+b10((3) +a20(3/2) + b0 ((33/2)
+aso(Y4) +bso((s3/4),
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wobei wir o(¢3)3=1,0(3/2)? =2 fordern (und bemerken, dass o(3/4) und o((33/2) damit auto-
matisch bestimmt sind). Das liefert die Moglichkeiten

o(G) =G o(G)=@G, o(¥2)=V2, o(¥2)=0GV2, o(¥2)=G2

Die Galoisgruppe von Q(:{/Q, C3) :Q hat also die sechs Elemente

Nach dem Fundamentalsatz der Galoistheorie, entspricht jede Untergruppe dieser sechselementigen
Gruppe einem Zwischenkorper Q C K C (@(?{/ﬁ, Cg), wobei K = Q(?\’/Q, Cg)H flir eine Untergruppe
H<L Gal((@(%/?, Cg) /Q) Also miissen wir die Untergruppen von Gal(@(:{/z Cg)/(@) bestimmen.
Hier machen wir zwei Vorgriffe in die Gruppentheorie: Nach dem Satz von Lagrange (Proposition
1.2) haben die Untergruppen von Gal(@(‘%/i, Cg)/@) entweder 2 oder 3 Elemente und diese sind
nach Korollar 1.4 alle zyklisch. Somit erhalten wir die Untergruppen

{01}, {01,02}7 {01,03,05}7 {01704}, {01,06}7 {01,02,03,04,05706}-

Diese entsprechen genau den Zwischenkorpern (der Reihenfolge nach)
Konsequenz des Hauptsatzes ist unter anderem folgender Satz:

Satz 2.2. Jede endliche Gruppe G kann mit der Galoisgruppe einer Korpererweiterung L: K
identifiziert werden.

Um ihn zu beweisen, werden wir uns erlauben einen Augenblick in die Gruppentheorie, die aus-
fiihrlich im néchsten Kapitel behandelt wird, vorzugreifen. Es handelt sich um den bekannten Satz
von Cayley?2.

Lemma 2.4. (Cayley) Sei (G,-) eine Gruppe mit neutralem Element e € G. Dann existiert eine
Menge M und eine Untergruppe U < S(M) mit G U?3.

Beweis. Sei M :=G. Fiir g € G definieren wir die Abbildung f;: M — M durch fy(z):=g- 2 fir
alle x € M. Dann gilt

fgofh:fg-ha fe=1dus, fgof971:idM
und offenbar ist f; bijektiv. Folglich erhalten wir einen Gruppenhomomorphismus

¢:G—S(M),  d(g):= fo

2.2. Arthur Cayley (1821 — 1895), englischer Mathematiker

2.3. Siehe Definition 1.7 fiir eine formale Definition der Isomorphie von Gruppen und Gruppenhomomorphismen.
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Da aus fy;= f fir g, h € G unmittelbar g = f;(e) = fn(e) = h folgt, ist ¢ injektiv. Es folgt, dass ¢
ein Isomorphismus zwischen G und U :=im ¢ < S(M) ist. O

Insbesondere ist jede endliche Gruppe Untergruppe einer symmetrischen Gruppe Sy, n € N.

Lemma 2.5. Sei 0 €S, F ein beliebiger unendlicher Kérper und L:= F(Xjy,..., X,,) der Korper
der rationalen Funktionen {iber F'. Dann ist die Abbildung

~ f ~<f) f(Xa(1)7-~~7X0'(n))
c:L—-L, =w—ogl=|:=
g g 9(Xo@), - Xom))

ein F-Automorphismus von L, i.e. 6 € Gal(L/F).

Beweis. Sei a=(aj,...,q,) ein beliebiger Multiindex und X := (X3,...,X,,). Dann gilt
n
(S o) =Sl
[eY « i=1
fiir co € F. Seinun f=3" ao X*und g=3 by X fiir an, b, € F, sodass

&(f+g) :&(Z (aa+ba) Xa)zz (aa+ba) H Xg(ll)

«@ «@ =1
= aa [T X006+ ba [T X350
« =1 [} =1
=:6(f)+a(g)

Ahnlich zeigt man, dass 6(f-g)=6(f)-5(g). Das heift, & ist ein Homomorphismus auf F[Xj,...,
X,,]. Nun ist auch 6_; ein Homomorphismus auf diesem Ring, wenn man o durch sein Inverses o ~!

ersetzt und es folgt, dass 6 o05_1 die Identitdt auf F[X7,..., X,] ist. Als unmittelbare Konsequenz
davon ist & ein Korperautomorphismus von L und da & die konstanten Polynome in L offenbar
fixiert, gilt insbesondere & € Gal(L/ F). O

Der Beweis von Satz 2.2 ist nun eine Anwendung dieser Hilfsresultate.

Beweis. Nach dem Satz von Cayley, kénnen wir o. B. d. A. annehmen, dass G <.5,, fiir ein n € N.
Betrachten wir die Abbildung

®:5,—Gal(L/F), ®(o)=¢c

aus Lemma 2.5. Diese Zuweisung ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus, denn gilt 6 = p fiir
p,0 € Sy, so folgt

Xo(iy=0(Xi) = p(Xi) = Xp(4)

firi=1,...,n, d.h. 0 = p und die Homomorphieeigenschaft von ® folgt unmittelbar. Also kénnen
wir G mit H := ®(G) < Gal(L/F) identifizieren, d.h. H~G. Setzen wir nun K := L so folgt, dass
L: K eine endliche Galoiserweiterung ist (siehe [Lan02], Satz 1.8 fiir einen Beweis) und Gal(L/K)=
H >~ G. Somit haben wir eine Galoiserweiterung L: K mit Galoisgruppe G gefunden. O

Es herrscht also eine gewisse Dualitét:

wJede endliche Gruppe ist Untergruppe einer symmetrischen Gruppe.

wJede endliche Gruppe ist Galoisgruppe einer Korpererweiterung.
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3 Gruppen

Wir beginnen das Kapitel, indem wir Konstruktionen und Definitionen, die wir im Kontext der
Ringtheorie bereits gesehen haben, auch fiir Gruppen einfiihren. Es wird sich herausstellen, dass
diese bei Gruppen in gewisser Art und Weise ,simpler* sind.

1 Untergruppen und Quotientengruppen

Definition 1.1. Es sei G eine Gruppe, g € G. Dann nennen wir die Zahl

ordg(g) :=ord(g) :=|(g)|

die Ordnung von g.

Lemma 1.1. Es sei G eine Gruppe, g € G. Dann gilt:
(1) ord(g) ist die Anzahl der Elemente in der von g erzeugten zyklischen Untergruppe (g) von G.

(2)
_ | min{neN|g"=e}, wenn g endlich ist,
ord(g) { No, wenn (g) unendlich ist.

Beweis. Beide Aussagen sind unmittelbare Konsequenz der Definition von ord(g). O
Lemma 1.2. Sei G eine Gruppe und g € G mit £:=ord(g). Gilt g¥=e fiir ein k €N, so folgt /| k.

Beweis. Es existieren ¢, € Ng mit k=/¢q+r und r </. Dann gilt

T T

e=gh=glitr=glgr=(g")1g"=elg"=yg

und da ¢ € N per Definition minimal mit ¢°=e ist, folgt r =0, d.h. ¢| k. O

Ein Analogon zum direkten Produkt von Ringen:

Definition 1.2. Es sei A eine beliebige nichtleere Indexmenge und (Gy)qea eine Familie von
Gruppen. Dann ist

H Go={(9a)aca | ga € Ga,a € A}
a€A

eine Gruppe vermoge der Operationen

(ga)aGA o (ha)aeA = (ga o ha)aEA-

Offenbar ist HaeAGa genau dann abelsch, wenn G, fiir alle a € A abelsch ist. Wir nennen HaeA G,
die Produktgruppe oder das (duflere) direkte Produkt der G,.

Beispiel 1.1. Ist (H,)qca eine weitere Familie von Gruppen mit H, <G, fiir alle a € A, so folgt
I H,<T], ¢ 4 Ga- Die Umkehrung gilt wiederum nicht: Betrachten wir die Untergruppe

acA~"a
H:={(a,b)€ZxZ|a+b=0(mod?2)}
von (Z x Z,+). Angenommen Hy x Hy=H fiir Hy, H<Z. Da (a,a) € H fiir beliebiges a € Z, folgt
dann insbesondere Hy = Hy =7, aber (1,0) ¢ H, also kann H; X Hy= H nicht sein.
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Auch Gruppen kénnen ,Ideale haben. Zunéchst einige Vorbereitungen.

Definition 1.3. Sei G eine Gruppe und H <G eine Untergruppe von G. Fiir jedes Element g € G
nennen wir

gH:={gh|heH}

die Linksnebenklasse von g nach H (oder auch modulo H). Analog definieren wir die Rechtsne-
benklasse Hg:={hg|g€G}.

Proposition 1.1. Seien G eine Gruppe und H < G sowie g1, go € G. Dann bilden die Links- und
Rechtsnebenklassen nach H eine Partition von G mit g1 H = g2 H (bzw. Hg1 = Hgs) genau dann,
wenn gy ' go€ H (bzw. g1 g5 - € H).

Beweis. Wir zeigen die Aussage fiir Linksnebenklassen; der Beweis fiir Rechtsnebenklassen verlduft
analog. Die Nebenklassen g1 H und go H haben genau dann nichtleeren Schnitt, wenn wir hy,ho € H
mit g1 hy = g2 ho finden kénnen. Ist h € H dann beliebig, so folgt

g2h=gohahy ' h=gi hihy'heg H,

d.h. go H C g1 H und ahnlich g1 H C g2 H, also g1 H=g2H. Da g€ gH fiir alle g € G sind
die Nebenklassen nichtleer und deren Vereinigung ist ganz G, sodass tatséchlich eine Partition
von G vorliegt. Mit der Beobachtung, dass g H = g2 H genau dann, wenn g; ! g2 € H, folgt die
Behauptung. O

Ist G nicht abelsch, so miissen Links- und Rechtsnebenklassen nicht {ibereinstimmen. Man findet
aber fiir endliche wie unendliche Gruppen zumindest eine Bijektion.

Lemma 1.3. Sei G eine Gruppe und H < G. Dann gibt es eine Bijektion zwischen der Menge der
Links- und Rechtsnebenklassen von G modulo H.

Beweis. Sei

¢:{gH |g€G}—{Hg|ge G}, ¢(gH):=Hg "
Diese Abbildung ist wohldefiniert. In der Tat, sind g1, g2 € G mit g1 H = g2 H, so gibt es hy,ho € H
mit g h1 = gs ho, also g1=gahohy ', Ist also hgy ' € Hgy ! fiir ein h € H, so folgt

hgr'=h(gohahi" ) L=hhihy'g; "€ Hgy',

also Hgy ' C Hgy ', sodass ¢(g1 H) = ¢(go H). Ebenso ist ¢ injektiv. Gilt nimlich ¢(g; H) =
@(g2 H), erneut fiir unbestimmte g1, g2 € H, so folgt g1 H = g2 H und &hnlich zeigt man, dass ¢
auch surjektiv ist. O

Das motiviert die folgende Definition.

Definition 1.4. Sei G eine Gruppe und H <G eine Untergruppe. Dann nennt man die Kardinalitdt
der Menge aller Linksnebenklassen (oder, dquivalent, aller Rechtsnebenklassen) den Index von H
in G. Man schreibt dafiir dann [G: H].

Proposition 1.2. (Lagrange) Sei G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe. Dann gibt es
eine Bijektion ¢: H x {gH |ge G} — G, i.e.

G| =|H|-|G: H].

Wenn G endlich ist, gilt insbesondere [G: H] :%.
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Beweis. Wir wahlen fiir jede Linksnebenklasse gH, g € G, ein fixiertes Element r € G aus und
bezeichnen die Menge dieser Vertreter mit R, d.h. {¢gH |g€G}={rH |r€ R} und rH #r' H fir
alle verschiedenen r,r’ € R.

Sei nun

p:Hx{gH|geG}—G, ¢(h,gH):=roh,

wobei r der zugehdrige Vertreter der Nebenklasse gH ist. Diese Abbildung ist dann offenbar
wohldefiniert. Gilt ¢(h1,71) = @(hg,79) so folgt durch Umformung, dass ry 'or, € H, also r H =
ro H bzw. r1 =75 und hy = ho, per Konstruktion unseres Vertretersystems. Wahlen wir einen fixen
Reprisentanten r € R, so gilt auch p(r~tg,rH) =70 (r~! g) = g fiir beliebiges g € G. |

Im endlichen Fall ist das obige Resultat auch als Satz von Lagrange!-! bekannt.

Ahnlich zur Gradregel bei Korpererweiterungen haben wir fiir Gruppenindizes den sogenannten
Indezsatz. Er ist unmittelbare Konsequenz von Proposition 1.2.

Folgerung 1.1. (Indexsatz) Es seien G C G’ C G” drei endliche Gruppen. Dann gilt

[G":G)=[G":G"]-[G": C).

_ e |G|

Beweis. Wir haben einerseits [G": G’ =G und andererseits [G’: G| =T also
G _1G"] |G| (4
G”:G:| = . =[G":G]- .
e e e T e

Der Indexsatz lasst sich auch auf unendliche Gruppen verallgemeinern.

Definition 1.5. Sei G eine Gruppe. Eine Untergruppe N < G heiftt normal oder Normalteiler
von G, falls

gNg~'=N

fiir alle g € G gilt. Wir schreiben dann N <G.

Beispiel 1.2. (1) Ist G abelsch, so ist offenbar jede Untergruppe H < G Normalteiler von G.1-2
Die Umkehrung gilt nicht. Betrachten wir beispielsweise die Quaternionen H aus Beispiel 2.4.1-3
Insbesondere definieren wir die Quaternionengruppe Qg indem wir das Quaternionenprodukt als
Operation auf der Menge

41, 4, £j, £k
y

auffassen. Die Untergruppen bestimmen wir durch Fallunterscheidung. Sei U < Qg eine beliebige
Untergruppe; nehmen wir an, dass U # {1} oder U # {£1}. Dann ist eines von i, j und k in U. O.
B. d. A. seii€U; die anderen beiden Faille sind #hnlich. Also ist auch —1=i2€ U, sodass entweder
U = Qs, falls j oder k Element von U ist und sonst U = {+£1, £i} = (i). Das liefert die (echten)
Untergruppen

1.1. Joseph-Louis Lagrange (1736 — 1813), italienischer Mathematiker, Physiker und Astronom
1.2. Eine Gruppe G deren Untergruppen alle Normalteiler von G sind werden dedekindsche Gruppen genannt.

1.3. Dementsprechend bezeichnen wir nicht-abelsche dedekindsche Gruppen auch als hamiltonsche Gruppen. Sie
kénnen (bis auf Isomorphie) vollstéindig angegeben werden.
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von g. Insbesondere bemerken wir, dass diese Untergruppen von (g zyklisch sind und daher
abelsch, Qs hingegen nicht. Ferner sind sie sogar Normalteiler von (g, wie man leicht iiberpriifen
kann.

(2) Sei S5 die symmetrische Gruppe auf drei Elementen. Dann ist H := ((12)) eine abelsche Unter-
gruppe von Ss, aber nicht normal, da (123) (12) (123)~1=(23) ¢ H.

Nun zum gruppentheoretischen Pendant von Quotientenringen und Homomorphismen.

Definition 1.6. Sei G eine Gruppe, N < G. Dann ist
G/N:={gN|geG},

die Menge der Linksnebenklassen modulo N, mit der Operation
(gN)o(hN):=(goh)N

eine Gruppe, genannt die Quotientengruppe von G modulo N1-4.

Definition 1.7. Seien G, H Gruppen.

(1) Eine Abbildung ¢: G — H heikt (Gruppen)-Homomorphismus, wenn fiir alle g, h € G gilt,
dass

¢(goh)=¢(g)o ¢(h).
(2) Ein injektiver Homomorphismus heifst Monomorphismus oder (isomorphe) Einbettung und
wir schreiben ¢: G — H.
(3) Ein surjektiver Homomorphismus heift Epimorphismus und wir schreiben ¢: G — H.

(4) Ein bijektiver Homomorphismus heift Isomorphismus. Wir schreiben dann ¢: G = H und
G~ H. Man nennt G und H dann zueinander isomorph.

Beispiel 1.3. (1) Die Abbildung ¢:G— S(M), ¢(g) := f, im Beweis des Satzes von Cayley ist ein
Monomorphismus.

(2) Ist G eine Gruppe, N <G ein Normalteiler, so ist die natirliche Projektion von G auf den
Quotienten G/ N ein Epimorphismus (cf. Beispiel 4.5).

(3) Seien G171, G2 Gruppen. Dann ist

G1x Gy — G2 x Gy, (g1,92) — (92, 1)

ein Gruppenisomorphismus von (1 nach Go.

(4) Sei G eine Gruppe und g € G. Dann ist

G—G, z—grg !

ein Gruppenisomorphismus von G nach G. Wir nennen diese Abbildung die Konjugation von g.

(5) Die Nullabbildung ist (trivialerweise) immer ein Gruppenhomomorphismus.

Ganz analog im Fall zum Ringen beweist man:

1.4. Auch: Faktorgruppe, Restklassengruppe.
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Lemma 1.4. Seien G und H Gruppen, ¢: G — H ein Homomorphismus. Dann gilt ¢(eq) =en
und ¢(g~ 1) = ¢(g)~! fiir alle g€ G.

Und:

Definition 1.8. Seien G und H Gruppen, ¢: R— S ein Homomorphismus. Dann heifit die Menge

kerp:={ge€ G| d(g9)=en}

der Kern von ¢. Ferner definieren wir das Bild von ¢ als
im¢:={d(g)|g€G}.

Lemma 1.5. Seien G und H Gruppen, ¢: G— H ein Homomorphismus. Dann gilt:
(1) ker ¢ ist ein Normalteiler von G und im ¢ ist eine Untergruppe von H.

(2) ¢ ist genau dann ein Monomorphismus, wenn ker ¢ = {es}.

Genauso zentral wie bei Ringen ist der erste Isomorphiesatz fiir Gruppen. Zur Illustration kopieren
wir seinen Beweis fast wortwortlich:

Satz 1.1. (Erster Isomorphiesatz fiir Gruppen) Es sei ¢: G — H ein Gruppenhomomor-
phismus von G nach H. Dann induziert ¢ einen Isomorphismus

¢":G/ker¢=im ¢, ¢*(gker ¢):=¢(g).

Insbesondere gilt G /ker ¢ X im ¢.
Beweis. Sei K :=ker ¢. Wir zeigen schrittweise, dass ¢* ein wohldefinierter Isomorphismus von G
nach H ist.

Wohldefiniertheit: Seien g1, g» € G mit g; K = go K. Dann gilt g1 g5 * € K, also ¢(g1) ¢(g2) ' =
#(g1 g5 1) =e. Insbesondere muss ¢(g1) = ¢(go) gelten, d.h. ¢*(g1 K) = ¢*(g2 K).

Homomorphieeigenschaft: Fiir alle g, h € G gilt
¢*((gK) o (hK))=¢"((goh) K)=d(goh)=¢(g) o d(h)
=¢*(gK)o ¢"(hK).
Injektivitat: Ist e = ¢*(gK) = ¢(g) fiir ein g € G, so gilt offenbar g € K. Daraus folgt, dass
ker ¢* ={e K}

und somit ist ¢* nach Lemma 1.5 (2) injektiv.
Surjektivitdt: Das folgt unmittelbar aus der Definition von ¢*. O

Der Begriff von Kern/Bild im Kontext der Gruppen hat ebenso eine Verbindung zu Normalteilern.
Folgende Eigenschaften sind auch ganz allgemein niitzlich:

Lemma 1.6. Sei G eine Gruppe mit neutralem Element e € G und N <G eine Untergruppe. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) Es gibt eine Gruppe H und einen Homomorphismus ¢: G — H mit N =Kker .
(2) N ist Normalteiler von G.
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(3) gNg~1C N fiir alle g € G.

(4) gN = Ny fiir alle g €G.

(5) Links- und Rechtskongruenz modulo N definieren dieselbe Aquivalenzrelation.
(6)

6) gN C Ng fiir alle g€ G.

Beweis. Die Implikationskette (1) = (2) = (3) = (4) = (5) = (6) folgt unmittelbar aus den Defi-
nitionen, wir miissen also nur zeigen, dass falls gIN C Ng fiir alle g € G gilt, N der Kern eines
Homomorphismus von G nach H ist. Ist N Normalteiler, so folgt direkt, dass N der Kern der
natiirlichen Projektion auf den Quotienten G /N ist. Da g N C Ny fiir alle g € G, gilt insbesondere
gNg~ ' C Ngg~'= N. Andererseits gilt auch g—' N C Ng~!, somit N=gg ' N C gNg~!, also
gNg~'=N und N ist normal. O

Damit haben wir alle wesentlichen Definitionen aus der Ringtheorie in die Sprache der Gruppen
iibersetzt. Kommen wir nun zum ersten neuen Ergebnis.

Lemma 1.7. Sei G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe mit [G: H]=2. Dann ist H ein
Normalteiler von G.

Beweis. Sei g € G beliebig. Falls g€ H, folgt gH = H=Hg. Falls g¢ H, dann folgt aus [G: H] =2,
dass gH =G \ H und #hnlich sieht man Hg=G \ H. Insbesondere also gH =G\ H=Hg. Da g
beliebig gewéhlt war, folgt also H < G. a

Proposition 1.3. Sei n €N beliebig. Dann existiert eine bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte
zyklische Gruppe der Ordnung n, namlich (Z/nZ,+). Weiterhin ist jede unendliche zyklische
Gruppe zu (Z,+) isomorph.

Beweis. Es sei G:={g"|n€Z} eine beliebige zyklische Gruppe. Dann ist
¢:(Z,+) = (G,0), mg™

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit ker ¢ <Z. Also existiert ein eindeutiges d € Ny mit
ker ¢ =dZ (Folgerung 2.2). Aus dem Ersten Isomorphiesatz folgt nun

Z/dZ=G.
Ist insbesondere d =0, so folgt ker ¢ = {0}, d.h. ¢ ist injektiv und sogar ein Isomorphismus. O

Folgerung 1.2. Sei G eine endliche zyklische Gruppe mit |G| =m. Dann existiert zu jedem Teiler
k von m genau eine Untergruppe H <G mit |H|=k.

Beweis. Es gilt G~ 7 /mZ nach Proposition 1.3. Sei k|m ein Teiler von m. Dann existiert ein
eindeutig bestimmtes £ € N mit k-¢=m. Nun ist H={0,¢,2¢,...,(k —1) ¢} die gewiinschte
Untergruppe von Z/mZ.

Um die Eindeutigkeit zu zeigen, sei U <Z/mZ eine Untergruppe mit |U|=k. Dann ist U = (a)
fiir ein @ € Z /mZ und wegen k=ord(a) :m, gilt ggT(a,m)=m/k=£. Daher (a)=(¢)=H,
wie gewlinscht. 7 O

Unser néchstes Ziel ist es, folgende Frage zu beantworten: Halt die Umkehrung des Satzes von
Lagrange? Formal: Sei G eine endliche Gruppe und k ein Teiler von |G|. Existiert eine Untergruppe
H <G der Ordnung k7 Die Antwort ist nein, wie wir im néchsten Beispiel sehen werden. Welche
Zusatzbedingungen miissen wir also fordern? In diesem Sinne fithren wir nun einige wesentliche
Begrifflichkeiten und Ergebnisse ein.
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Beispiel 1.4. (1) Sei n>2. Aus der linearen Algebra kennen wir die Abbildung

sgn: S, —{£1}, sgn(o):= H M,
b t=17

1<i<j<n

die wir u. a. fiir die Definition der Determinante (nach Leibniz) benotigen. Dort haben wir gesehen,

dass sgn sogar ein (surjektiver) Gruppenhomomorphismus ist. Den Kern dieser Abbildung nennen

wir die alternierende Gruppe; geschrieben

A, :=kersgn.
Da dann A,, <5, folgt aus dem Ersten Isomorphiesatz und dem Satz von Lagrange, dass

Sn n!
2= 15/ 4 =

also |4,|=n!/2. Im Fall n=4 ist |A4| =12 und obwohl 6|12, existiert keine Untergruppe H < A4
mit |[H|=6.

(2) Wir kennen den Satz von Lagrange, Proposition 1.2, eigentlich schon. Wir haben in Satz 2.2
gesehen, dass jede endliche Gruppe G zu einer Galoisgruppe Gal(L/K), L: K Korpererweiterung,
isomorph ist, wobei |G| =[L: K]. Weiters sagt der Hauptsatz der Galoistheorie eben, dass jede
Untergruppe H < G~ Gal(L/K) zu einem Zwischenkorper K C M C L bijektiv korrespondiert,
nimlich M =~ L#. Dann gilt |H|=[L: L¥] und [G: H] =16l LK) [LH: K] nach der Gradregel.

COH[ T L LA T
Zusammengefasst:
1G] q (G:H]
—a | ———

[L:K]=[L:L"]-[L¥ : K].

Folgerung 1.3. Es sei G eine endliche Gruppe und g € G. Dann ist ord(g) ein Teiler von |G| und
IGl —
g~l=e.

Beweis. Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus dem Satz von Lagrange; insbesondere ist sl
. . . . ord(g)
eine ganze Zahl. Die zweite Behauptung folgt wiederum aus der Beobachtung

|G| ord(g)~—‘f‘ ord(g) ‘f‘ lfl
glcl=y¢ () = (g Yord(a) = gord(@) — ¢

Man bemerke hier auch die Ahnlichkeit zum Kleinen Fermat’schen Satz, Lemma 5.2.
Folgerung 1.4. Sei G eine Gruppe mit |G|=p, p€P. Dann ist G zyklisch und G=(Z/pZ,+).

Beweis. Es sei g € G nicht das neutrale Element. Dann gilt ord(g) > 2 und ord(g)| |G| = p nach
Folgerung 1.3, also notwendigerweise ord(g) = p, da p eine Primzahl ist. O

Auch diese Aussage kennen wir im Prinzip schon, ndmlich Korollar 1.1.

2 Endliche Gruppen

Definition 2.1. Sei (G, o) eine Gruppe und S eine nichtleere Menge. Eine Aktion von G auf S
ist eine Abbildung

x:GxS—S, (g,x)—gxz,
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die folgende Bedingungen erfiillt:

(1) exx=x fiir alle x € S.

(2) g (hxx)=(goh)xx fir alle g,h€G und z € S.
Wir sagen, dass G auf S operiert.

Beispiel 2.1. (1) Sei H <@ eine Untergruppe und S=G. Dann ist
HxG—G, (h,g)—hog

eine Aktion von H auf G. Sie wird auch Linkstranslation von H auf G genannt.

(2) Sei H <@ wieder eine Untergruppe und S = G. Die Konjugationsabbildung
(h,g)—h*g:=hgh™!,

genannt die Konjugation von H auf G, ist eine Aktion von H auf G.

(3) Sei G=Gal(L/K) und S =L eine Galoiserweiterung des Korpers K. Man {iberpriift, dass
GxL—L, (0,0))oxl:=c({)

eine Gruppenaktion von G auf K definiert.
(4) Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Dann definiert die Multiplikation von Vektoren
aus V mit Skalaren aus K* - die Gruppenaktion

K*xV-=V, (kov)—k-v

von K* auf V. Setzt man fiir alle v €V noch 0-v=wv, so kann diese auf ganz K ausgedehnt
werden. Fordern wir zusétzlich, dass die Distributivgesetze (k1 + ko) -v="Fk1-v—+ko-v und k- (v1 +
vo) =k-v1+ k- vy fiir k, k1, ke € K und v, v1,v2 € V gelten, erhalten wir die iibliche Struktur in
Vektorrdumen.

(5) Die Matrix-Vektor-Multiplikation
GL(n,K)x K"— K", (A,v)— Av
definiert eine Aktion von GL(n, K) auf K™

Lemma 2.1. Sei G eine Gruppe und S eine Menge auf der G per ,x“ operiert. Dann gilt:
(1) Die Relation

r~zx e dgeGigxx=2a'

ist eine Aquivalenzrelation auf S.

(2) Die Menge G,:={g€ G| g+xx ==z} ist eine Untergruppe von G fiir alle z € S.

Beweis. (1) Reflexivitéat: Es gilt exx =x fiir alle z € S, d.h. z~z.

Symmetrie: Nehmen wir an, dass x ~ y fiir x,y € 9, also existiert g € G mit ¢g*x =y und daher

g txy=g lx(gra)=(9 log)rr=exz=1.

Transitivitdt: Sei z~y und y~ z fir x, y,z € S. Dann gibt es g1, g2 € G, sodass g1 * x =y und
goxy==z. Es folgt, dass (g20 g1) *x=go* (g1%1)=goxy=2.
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(2) Sei z € S beliebig. Sind g1, g2 € G4, so folgt

(roga)xx=g1%(g2xx)=qr*xx=1,
d.h. g10g2€G,. Da
grtxr =g x (g1xx)= (g1 tog) xx =1

und offenbar e € G, folgt G, <G. O

Wir nennen die von einer Aktion ,x* auf S induzierten Aquivalenzklassen die Orbits von G in S.
Der Orbit von z € S wird auch mit [z]¢ . oder [x] oder Gz (sofern G und ,+* vom Kontext her klar
sind) bezeichnet. Die Untergruppe G, nennen wir auch den Stabilisator von x in G, alternativ die
Isotropiegruppe von x in G.

Definition 2.2. Betrachten wir Beispiel 2.1 (2).

(1) Der Orbit von g € G beziiglich der Konjugation mit Elementen aus H heifit H-Konjugati-
onsklasse von g. Es gilt [g]={hgh~'|he H}.

(2) Die Isotropiegruppe H,={h € H |hgh~!= g} von einem g € G heiRt Zentralisator von g in
H und wird mit Cg(g) bezeichnet. Im Fall G=H wird der Durchschnitt

2(G):= () Calg)

geG
das Zentrum von G genannt.

(3) Sei S={K <G} und
HxS, (hK)—hKh

eine Aktion von H auf S. Dann heifit die Isotropiegruppe von K € S in H beziiglich dieser
Aktion der Normalisator von K in H und wird mit Ny (K) bezeichnet.

Beispiel 2.2. (1) Sei H=_G. Offenbar handelt es sich bei Z(G) um jene Untergruppe von G, die
aus den Elementen von G besteht, die man mit allen g € G vertauschen kann, i.e.

Z(G)={z€G|VgeG:zg=gz}.
(2) Es gilt Ng(K) <G. Ferner gilt K <G genau dann, wenn Ng(K)=G. Auferdem gilt K < Ng(K),
aber nicht unbedingt Ng(K) < G. Sei beispielsweise G = GL(2,R) und K < G die Menge der

Diagonalmatrizen in dieser Gruppe. Dann ist der Normalisator von K in G die Menge der Matrizen,
bei denen in jeder Zeile bzw. Spalte genau ein Eintrag ungleich Null ist. Insbesondere haben wir

(02 )em. e (3 1)(02)(01)(1 2 Jenecm
d.h. Ne(K)4 G.

Lemma 2.2. (Bahnformel) Sei G eine Gruppe, die per ,«“ auf der Menge S operiert. Dann ist

=[G: G,l.

|[z]c.«
Beweis. Betrachten wir die Abbildung

G/Gy—[z]lg+«» 9Gz—gxz.
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Diese ist wohldefiniert; denn gilt g1 G, = g2 G, fiir g1, g2 € G, so folgt:

9195 €Go & (91 " g2)*x =04 g7 " (gaxa) =1
g% (g7 ' *(ge* 7)) =g1*7
S gk =(g1*2.

Da auch die Bijektivitét sofort aus dieser Implikationskette ersichtlich ist, folgern wir

[#a«| =G/ G| =G Gal,

wie gewlinscht. O

Im Englischen ist die Bahnformel als Orbit-stabilizer theorem bekannt.

Lemma 2.3. Es sei G eine endliche Gruppe mit |G| = p™ fiir p € P, n € Ny. Ferner operiere G auf
einer endlichen Menge S mit der Aktion ,+“. Sei So:={x €5 |Vge€G: gxx=1}. Dann ist

|S|=|So| (mod p).

Beweis. Per Definition von Sy gilt |[x]g,«| =1 genau dann, wenn x € Sp. Nach Lemma 2.1 gibt es
eine Partition

S=5yU [IL'1]G7* U---u [.’Em]gy*

fir z1,...,2m €S und m € N wobel |[z;]¢ +] > 1 und folglich |G,,| < |G| =p" fir jene 1 <i<m.
Aus Lemma 2.2 sowie dem Satz von Lagrange folgt nun

151 =150l +|[z1lg «| + - +[zmla | = 50| +[G: Ga )] + - - +[G: G, ]
|

G G
=I5yt o
d.h. |S] =S| (mod p). O

Mit diesem Lemma kénnen wir nun den Satz von Cauchy beweisen:

Proposition 2.1. (Cauchy) Sei G eine endliche Gruppe mit |G|=m und p|m ein Primteiler
von m. Dann existiert ein g € G mit ord(g) = p. Insbesondere existiert eine Untergruppe H <G
mit [H|=p

Beweis. Sei S := {(gl, oy 9p) | TI?_, 9i=¢€}. Da fiir eine beliebige Wahl von g, ..., gp—1 das

Element g, = HZ 1 gp ; fixiert ist, folgt | S|=mP~1, also |S| =0 (mod p). Wir definieren die Aktion

Z/pZxS—S, (k,(91,---,9p)—=kx*(g1,...,3p)
= (Gkt1s Gh425-- > Ip> 91, 925 - - - » Gk)-

Diese Abbildung ist wohldefiniert, da goh=e automatisch ho g=e impliziert und eine Aktion, da
(91,5 90) = (91, 9p),

0
(k+kl) * (glv .. 7gp) (gk+k'+lv ey 9py g1y - - -, gk+k/) =kx* (gk’+17 e 9py 9154y gk')
=kx (kl (glv EERE) gp))
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Betrachten wir nun So={z €S |Vk€Z/pZ:k+x=x} aus Lemma 2.3. Dann gilt offenbar (g1,...,

gp) € S genau dann, wenn g, =--- = gp. Da das p-Tupel (e,...,e) in Sy liegt, folgt |So| > 0; ferner
folgt aus 0=|S| =1|S5| (mod p) (eben Lemma 2.3) somit |So| > 2. Das heift, es existiert e#£ g€ G
mit (g,...,9) € So, i.e. g?=[[}_, gi=e und damit ord(g) =p (nach Lemma 1.2). O

Beispiel 2.3. (1) Sei G eine endliche Gruppe mit gerader Gruppenordnung. Dann hat G eine
Involution nach dem Satz von Cauchy, d.h., ein Element g+ e mit g*>=e.

(2) Aus dem Satz von Lagrange und dem Satz von Cauchy folgt: Eine endliche Gruppe G hat genau
dann ungerade Ordnung, wenn e die eindeutige Lésung von g% =e ist.

(3) Einen noch schnelleren Beweis von Folgerung 1.4 erhalten wir auch durch den Satz von Cauchy.
Sei G eine endliche Gruppe mit |G| = p, p € P. Dann existiert g € G mit ord(g) = p=|G], also

G=(p).
Der Satz von Cauchy ist ein Spezialfall des Ersten Sylowsatzes?!:

Satz 2.1. (Erster Sylowsatz) Sei G eine endliche Gruppe mit |G|=p" -k mit p€P,n >1 und
ggT(p, k) =1. Dann existieren Untergruppen

fir i=0,...,n.

Beweis. Wir fithren vollstdndige Induktion nach n. Der Fall n =0 ist offensichtlich.

Sei die Aussage nun fiir alle Gruppen G mit |G|=p"~!-k und ggT(p,k) =1 gezeigt. Nehmen
wir zunéchst an, dass k=1. Sei S:=G und * die Konjugation von G auf sich selbst, d.h.

GxG—G, (g h)—hgh™

Da k=1, sind alle Voraussetzungen von Lemma 2.3 erfiillt und es gilt ferner So={g€ G |Vh € G:
hxg=g}=27Z(G), also |G| =|Z(G)| (mod p). Da Z(G) <G folgt aus dem Satz von Lagrange,
dass |Z(G)|||G|, insgesamt erhalten wir somit p||Z(G)| und |Z(G)|||G|=p" ie. |Z(G)|=p"
fir 1 <¢<mn. Nach dem Satz von Cauchy existiert also z € Z(G) mit ord(z) =p und (z) < G;
insbesondere ist G /(z) eine Gruppe. Aus dem Satz von Lagrange folgt nun, dass

also konnen wir die Induktionsvoraussetzung auf G /(z) anwenden, d.h. es existieren H{ < G/(z)
mit H/=p* fiir i=0,...,n — 1. Betrachten wir die natiirliche Projektion 7: G — G /{z). Dann ist
H;y1:=7"Y(H/) eine Untergruppe von G mit |H; 1| = p'*! fiir i=0,...,n — 1, wie gewiinscht.

Nehmen wir nun an, dass k# 1. Nach dem gerade Gezeigten reicht es, zu beweisen, dass H <G
mit |H| = p™ existiert. Sei p||Z(G)| ein Primteiler; dann existiert wieder z € Z(G) mit ord(z) =p
und wir konnen die Induktionsvoraussetzung erneut auf G /(z) anwenden, um H;=n"'(H]) fiir
Untergruppen H; <G /(z) mit |H{|=p' fiir i=0,...,n — 1 zu erhalten.

Es sei also p1|Z(G)|. Nach Lemma 2.1 existiert ein r € Ny bzw. eine Partition

G=Z(G)U[g]c,«U- - Ulgrc

Orbits mit |[g]g,«|>1

2.1. Peter Ludwig Mejdell Sylow (1832 — 1918), norwegischer Mathematiker

85



Endliche Gruppen Algebra I

fir g1,..., gr € G (mit * der Konjugation auf G). Es folgt
prk=1G1=1Z(@)]+) llgle.;
j=1

wobei 7> 1, da p{|Z(G)| per Annahme. Also existiert ein j € {1,...,r} mit |[g;]g,«] > 1 und
p1tlgjla,« Ferner gilt

g5l | =G: Gy, =

aber p{[gjla,« impliziert |Gy, |= p™ k' mit k’| k. Insbesondere folgt aus |[g;]c,«|, dass 1 <k’ <k.
Falls k'=1, so ist H =Gy, <G die gewiinschte Untergruppe von G und falls £’ > 1, so kénnen wir

das obige Argument mit k&’ statt k& wiederholen und nach endlich vielen Schritten eine Untergruppe
H <G von G mit |H|=p™ erhalten. O

Fassen wir zusammen: Ist G eine beliebige endliche Gruppe mit |G| = Hp cpP"” fiir Exponenten
vp € Ny, so existiert zu jeder Primzahlpotenz p/ mit 0 < j <, eine Untergruppe H <G mit |H| =
pd. Die Untergruppe von Kardinalitit p”» nennen wir die p-Sylowgruppe von G. In Anbetracht

von Beispiel 1.4, wo wir die alternierende Gruppe A4 betrachtet haben, ist der Erste Sylowsatz
diesbeziiglich das ,bestmdogliche” Resultat.

Man kann den Ersten Sylowsatz auch galoistheoretisch interpretieren. Sei L: K eine endliche
Galoiserweiterung. Zusammen mit dem Hauptsatz der Galoistheorie, sagt der Erste Sylowsatz
dann, dass es zu jeder Primfaktorpotenz p’, die [L: K]=|Gal(L / K| teilt, einen Zwischenkdrper M;,
K C M;C L, gibt mit [L: M;] = p®. Dieser Ansatz leitet auch zum Versuch eines alternativen Beweises
von Satz 2.1: Wir konstruieren eine endliche Galoiserweiterung L: K, finden einen Zwischenkorper
M; mit [L: M;] = p® und verwenden dann Satz 2.2.

Nun ein kurzer Exkurs in die Theorie der abelschen Gruppen. Wir wissen, dass eine Gruppe G
genau dann abelsch ist, wenn G=Z(G)={ge G |Vhe G:gh=hg}.

Definition 2.3. Sei G eine Gruppe. Sei X :={ghg~'h~!|g,h€ G} die Menge der Kommutatoren.
Wir nennen die Gruppe

G G = (X)

die Kommutatorgruppe, wobei wir mit (X) die von X erzeugte Untergruppe (X ) C G bezeichnen,
d.h. der Durchschnitt aller Untergruppen von G, die X enthalten.

Lemma 2.4. Sei G eine Gruppe. Dann gilt:
(1) G ist genau dann abelsch, wenn [G; G] ={e}.
(2) Die Kommutatorgruppe [G; G] ist normal in G.
(3) G/[G; G], die sogenannte Abelisierung von G, ist abelsch.

(4) Sei GM:=[G; G] und GUHY .= [G® ;G fiir i > 1. Dann erhalten wir eine absteigende
Kette

...gg(?ﬂgg(?)gg(l)gg.

Beweis. (1) Ist G abelsch, so gilt fiir alle Kommutatoren ghg~'h~'=e, g,h € G, also insbesondere
[G; G]={e}. Umgekehrt, falls [G; G] = {e}, so folgt fiir beliebige g,h € G, dass ghg~'h~'=e, also
gh=hg.

(2) Ist g€ G und c € [G;G], so folgt gcg~te~1 €[G; G, also insbesondere gecg~ 1= (gcg~tc™ 1Y) ce[G;
G] wegen der Abgeschlossenheit.
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(3) Seien g,h € G. Dann folgt (gh)"*hg=h"1g 1 hg€[G;G], also gilt fiir die Restklassen gh [G};
G] = hg [G; G] nach Proposition 1.1.

(4) Aus (2) folgt direkt GU+H <G fiir alle i > 1. 0
Ergibt die Kette aus Lemma 2.4 (4) nach endlich vielen Schritten schlieflich {e}, d.h. es existiert ein
ne€Nmit {e} = G™), so nennt man G auflésbar. Abelsche Gruppen sind also die ,am schnellsten®
auflésbaren Gruppen ({e} =GW).
Lemma 2.5. Seien G und H Gruppen und ¢: G — H ein Homomorphismus. Dann gilt:

(1) ¢(IG; G]) =[0(G); (G)] < [H; H].

(2) Ist G auflésbar, so ist auch jede Untergruppe G’ < G von G auflésbar.

(3) Sind G und H auflosbar, so ist auch das direkte Produkt G x H auflosbar.

(4) Ist N <G und G auflésbar, so ist auch G/ N auflosbar.

Beweis. (1) Seien g1, g2 € G beliebig. Dann folgt aus der Gleichung

B(919291 " 95 ") = d(91) B(g2) d(91) 7 dg2) "L € [6(G); $(G)]

unmittelbar, dass ¢(|G; G]) =[¢(G); ¢(G)] < [H; HJ.

(2) Sei G’ <G eine beliebige Untergruppe von G. Da G auflésbar ist, existiert n > 1 mit G(™) = {e}.
Betrachten wir den Einbettungshomomorphismus ¢: G' — G, ¢(g) = g, so gilt

G = () = $(G™M) = p({e}) ={e},

wobei mit vollstindiger Induktion nach n und (1) leicht zu zeigen ist, dass ¢(G)™ = ¢(G™).
(3) Seien g1, g2 € G und hq, ho € H. Dann gilt

(g1, h1) (g2, h2) (91,21) " (g2, h2) "' = (g1 9291 " 93 ', b ha ki ' hy Y,

dh. [Gx H;G x H|=[G;G] x [H; H|. Zusammen mit vollstandiger Induktion folgt daraus, dass
(G x H)(”) =G x H™ fiir n>1. Da G aufldsbar ist, existiert mq > 1, sodass G™) = {eg} und
dhnlich existiert mo > 1, sodass H("?) = {em }. Fir m > max {m, mo} folgt also, dass

(G x H)(m) =G™ x M) = {(eG7 eH)}v

wie gewlinscht.

(4) Fiir die kanonische Projektion m: G — G /N gilt 7(G™) = (G /N)™. Ist also G™ = {e} fiir
ein m > 1, so folgt (G'/N)™ =7(G™)={N}. Also ist G/N auflosbar. O

Beispiel 2.4. (1) Sy ist abelsch, daher Sél) ={e} und ergo ist Sy auflésbar. Wir erhalten die Kette
{e} <S5 Ssist nicht abelsch, aber Sél) = Aj ist abelsch und wir bekommen die Kette {e} < A3<Ss.
Ebenso kann man zeigen, dass Sy auflésbar ist.

(2) Andererseits ist S nicht auflésbar, denn Sél) = As und SéQ) = A(51) = [A5; A5] = 45, d.h. Séi) =
As# {e} fiir alle 4 > 1. Tatséchlich gilt allgemein: Fiir n > 5 ist S, nicht auflésbar. In der Tat, ist
o € S5, so setzen wir diese Permutation zu o’ € S,, wie folgt fort:

iy oo(g) filr 1< <5,
U(])_{jfﬁrﬁgjgn.
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Die resultiere Abbildung S5 — S, ist eine isomorphe Einbettung von Gruppen. Insbesondere enthélt
S, fiir n > 5 eine Untergruppe, die zu S5 isomorph ist und damit nach dem Eben erkannten nicht
auflosbar sein kann. Damit ist .S, fiir n > 5 aber selbst nicht auflosbar.

Wir wollen mehr Beispiele fiir auflésbare Gruppen finden.

Definition 2.4. Sei G eine Gruppe. Gilt fiir jedes Element g € G, dass ord(g) = p’ fiir ein p€ P
und j € Ny, so nennen wir G eine p-Gruppe.

Lemma 2.6. Es sei G eine endliche Gruppe. Dann ist G genau dann eine p-Gruppe, wenn |G| = p"
fir p€P und n > 0.

Beweis. Eine Richtung folgt aus dem Satz von Lagrange, die andere aus dem Satz von Cauchy. [J

Beispiel 2.5. Nicht alle p-Gruppen miissen endlich sein. Die Gruppe

@ Z]pZ=A{(a1,az2,...)|a;€Z/pZ,a; =0 fiir alle bis auf endlich viele ¢}
neN

ist beispielsweise eine unendliche p-Gruppe.
Lemma 2.7. Sei G eine nicht-triviale endliche p-Gruppe. Dann gilt Z(G) # {e}.

Beweis. Es gilt So={g€ G |[Vhe G:hgh™'=g}=Z(G). Da G eine endliche p-Gruppe ist folgt aus
Lemma 2.3, dass |G|=|Z(G)| (mod p). Da |G| =p™ mit n >1 folgt also |Z(G)| =0 (mod p). Weil
e€ Z(Q), folgt |Z(G)| > 1 und daher |Z(G)| > p, was zu zeigen war. O

Lemma 2.8. Sei G eine Gruppe und N <G ein Normalteiler, sodass N und die Quotientengruppe
G /N auflésbar sind. Dann ist auch G auflosbar.

Beweis. Sei 7:G— G /N die natiirliche Projektion. Dann gilt nach Lemma 2.5 7(G") = (G / N)®
fiir alle 4 > 0. Da G /N auflosbar ist, existiert r € Ny mit (G/N)™ ={N}. Also n(G™)={N}
und damit G") < N. Da auch N auflosbar ist, existiert s € Ny mit N(®) = {e}. Aus G < N folgt
nun induktiv GO+ = (GM)®) < N = {e}. O

Proposition 2.2. Sei G eine endliche p-Gruppe mit |G| =p™, p € P prim, n > 1. Dann existiert
zu jeder Primzahlpotenz p?, 0 <i <n, eine normale Untergruppe H; <G der Ordnung |H;| = p.

Beweis. Wir filhren den Beweis mittels vollstdndiger Induktion nach n. Fir n=1 wihlen wir
Ho={e} und H; =G. Sei nun n>1 und die Aussage fiir alle p-Gruppen der Ordnung p" ! gezeigt.
Weil G eine nicht-triviale p-Gruppe ist folgt aus Lemma 2.7 Z(G) # {e}. Nach dem Satz von Cauchy
existiert daher ein z € Z(G) mit ord(z) = p. Sei Z:=(z); dann gilt Z < Z(G), also insbesondere
Z <G und |Z|=p. Es folgt |G/ Z| :%:%ﬂ:p”*y Nach Induktionsvoraussetzung besitzt G/ Z
fiir jedes 0 <4 <n — 1 einen Normalteiler H; <G /Z der Ordnung |H;| = p’. Sei nun 7:G —G/Z
die natiirliche Projektion und setze H; 1:=7"'(H;). Dann gilt H;,; <G und ferner

|Hia|=1Z||Hi|=p-p'=p"".

Zusammen mit Hy:= {e} erhalten wir somit fiir jedes 0 <i <n einen Normalteiler H; <G mit
|H;| = p". O

Folgerung 2.1. Jede endliche p-Gruppe ist auflésbar.
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Beweis. Sei G eine endliche p-Gruppe mit |G|=p™ fiir p€P,n>0. Wir fithren den Beweis mittels
vollstandiger Induktion nach n. Fir n=0 ist G = {e} und somit auflésbar. Sei nun n >1 und
die Aussage fiir alle p-Gruppen der Ordnung p"~! gezeigt. Nach Proposition 2.2 existiert ein
Normalteiler N <G mit |[N|=p"~!. Nach Induktionsvoraussetzung ist N auflosbar und es gilt
|G/N| :%: p, also ist G/ N eine Gruppe von Primordnung, damit zyklisch, insbesondere abelsch
und somit auflgsbar. Nach Lemma 2.8 ist folglich auch G auflésbar. O

Der Name ,Erster Sylowsatz* deutet auf die Existenz eines zweiten Sylowsatzes hin. In der Tat, es
gibt sogar einen dritten. Der Vollstandigkeit halber erwdhnen wir diese, werden aber nicht weiter
Gebrauch davon machen. Fiir den Beweis des dritten Sylowsatzes verweisen wir auf [Lan02], Seite
35.

Satz 2.2. (Zweiter Sylowsatz) Sei G eine endliche Gruppe, H < G eine Untergruppe mit
|H|=1p7,j>0, peP eine Primzahl und P eine p-Sylow-Untergruppe von G. Dann ist H zu einer
Untergruppe von P konjugiert, i.e. es gibt ein ¢ € G mit gHg ' < P.

Beweis. Sei S:=G/P={gP|g€G} die (nicht-leere) Menge der Linksnebenklassen von P in G, auf
der H vermoge der Linkstranslation ,x* operiert, i.e. h*(gP)=(hg) P. Wir betrachten die Menge
So={gPe€S|Vhe H:h*(gP)=gP} aus Lemma 2.3 und erhalten, dass |So| =|S| (mod p). Aber
es ist |S|=|G/P|=[G: P] und p1[G: P]. Daher |Sp| # 0 und es gibt gP € Sy. Fiir dieses Element
gilt nun

gPeSysVheH: (hg) P=gP
sVheH: (g thg) P=P
oVYheH: g 'hge P
&g 'HgCP,
ie. g 'Hg<P. 0

Insbesondere sind je zwei p-Sylow-Untergruppen einer gegeben Gruppe G zueinander konjugiert.
Folglich ist eine p-Sylow-Untergruppe genau dann normal in G, wenn sie die eindeutige p-Sylow-
gruppe von G ist.

Satz 2.3. (Dritter Sylowsatz) Sei G eine endliche Gruppe und p € P eine Primzahl. Dann ist
die Anzahl der p-Sylow-Untergruppen ein Teiler von |G| und von der Form 1+ kp mit k € Nj.

4 Moduln

Kommen wir nochmal zuriick zum Ersten Sylowsatz: Gibt es eine Verbesserung seiner Aussage fiir
abelsche Gruppen? Um diese Frage zu beantworten, nehmen wir einen Umweg iiber Vektorraume,
nun im Gewand der Gruppenaktionen.

1 Struktursatz

Sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum, betrachtet als die abelsche Gruppe (V, +) zusammen
mit der Gruppenaktion ,-“ aus Beispiel 2.1.

Definition 1.1. (1) Sei R= (R, +r, ‘r) ein kommutativer Ring mit Eins 1p # 0 und (M, +u)
eine abelsche Gruppe zusammen mit einer Abbildung

RxM—M, (r,m)—r-m,
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die erfiillt:

(1) 1g-m=m fir alle me M.

(2) (a-gb)-m=a-(b-m) fiir alle a,be R und me M.

(3) (a+grd) -m=a-m+pb-mund a-(m+yn)=a-m-+pya-n fir alle a,b € R und m,n € M.
Dann heifit (M, -) ein R-Modul oder ein Modul iiber R.

(2) Sei (M, ) ein R-Modul. Eine Untergruppe N < M heift R-Untermodul, sofern r-n € N fiir
allere Rund ne N.

Beispiel 1.1. (1) Ist R ein Korper, so sind die R-Moduln genau die R-Vektorrdume.

(2) Der Produktring M =R X --- X R=R"™ mit n > 1 ist ein R-Modul mit - gegeben durch
komponentenweise Multiplikation in R. Konkret, r- (a1,...,a,) = (r-a1,...,7-a,). Wir nennen dann
R einen freien R-Modul vom Rang n. Freie Module sind also jene, die, analog zu Vektorraumen,
iiber eine Art Basis verfiigen.

(3) Die Ideale I < R eines kommutativen Rings R mit 1z # Og sind genau die R-Untermoduln von R.

(4) Sei (M, ) ein R-Modul und N ein R-Untermodul. Da N <M und M abelsch ist, ist N <M

und die Quotientengruppe M /N ist wohldefiniert. Insbesondere ist M /N ein R-Modul vermoge
“RXM/N—-M/N,(r,m+N)—r-(m+N):=r-m+N.

Wir nennen M /N dementsprechend einen Quotientenmodul.

(5) Jede abelsche Gruppe kann als Z-Modul betrachtet werden mit der Skalarmultiplikation
ZxG—G,(m,g)—m-g:=g™.

Diese Sichtweise wird uns spéater zum Klassifikationssatz der endlich erzeugten abelschen Gruppen
fiihren.

Definition 1.2. Es seien M = (M, ) und N =(N,n) R-Moduln. Ein Gruppenhomomorphismus
f:(M,4n)— (N, +n) heift R-Modul-Homomorphismus (oder Homomorphismus der R-Moduln
M und N), wenn f(r-pym)=r-yf(m) fir alle r € R und me M.

Wie im Fall von Gruppen und Ringen sind dann ker f:={m e M | f(m)=0} und im f:={me
N|3Ime M: f(m)=n}, der Kern bzw. das Bild von f, R-Untermoduln von M bzw. N. Ebenso
nennen wir einen injektiven Homomorphismus einen Monomorphismus bzw. Einbettung und einen
surjektiven Homomorphismus einen Epimorphismus. Im bijektiven Fall sprechen wir wie gewohnt
von einem Isomorphismus und schreiben M = N.

Es gilt (mit demselben Beweis wie in der linearen Algebra) der Erste Isomorphiesatz fiir R-Moduln.

Satz 1.1. (Erster Isomorphiesatz fiir R-Moduln) Seien M und N Moduln iiber dem Ring
Rund f: M — N ein R-Modul-Homomorphismus. Dann ist

f:M/kerf%imf7 flm+ker f):= f(m)

ein wohldefinierter R-Modul-Isomorphismus.

Ist M ein R-Modul, X C M eine nichtleere Teilmenge von M, so ist der Durchschnitt aller R-
Moduln, die X enthalten, ein R-Untermodul von M, der X enthélt. Wir schreiben dann (X') und
nennen ihn den von X erzeugten R-Untermodul von M. Gibt es eine endliche Teilmenge X C M
mit (X) =M, so nennen wir M endlich erzeugt.
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Der wichtigste Satz iiber Moduln:

Satz 1.2. (Struktursatz fiir endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen) Sei R ein
Hauptidealring und M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann:

(1) Es existieren dy,...,ds € R\ {0}, nicht Einheiten, mit d; | dz| - --| ds und p € Ny mit
M=EP R/(d;) & RP.
i=1
(2) Sind ¢y, ...,ct € R\ {0} ebenfalls nicht Einheiten mit ¢ |c2|---|c: und g € Ny sodass
¢
M=EP R/(d:)® RY,
i=1

dann gilt s=¢,p=qund ¢;~d; fiir 1 <j<s=t.

Beweis. Siehe [Lu26]. O

2 Anwendungen des Struktursatzes

Mit folgendem Satz kénnen wir eine alternative Darstellung gewinnen. Er findet seinen Ursprung in
der Zahlentheorie. Formuliert wurde er bereits ca. 300 — 500 n. Chr. in den sogenannten 41348
(Sinz Suanjing).

Satz 2.1. (Chinesischer Restsatz) Sei R ein Hauptidealring und seien ¢, ..., ¢x € R paarweise
teilerfremd, d.h. ggT(g;, ¢;) =1 fiir alle ¢ % j. Dann ist die Abbildung

R/(q1g2---qx) = (R/(q1)) x (B/(g2)) X --- X (R/(qr));

definiert durch 7+ (g1 g2+ - qx) — (r + (q1), 7 + (g2), . .., 7 + (qx)) ein Ringisomorphismus.

Beweis. Man tiberpriift sofort, dass die gegebene Abbildung tatséchlich ein Ringisomorphismus
ist. O

Zusammen mit dem Struktursatz fithrt uns das zur Klassifikation der endlich erzeugten abelschen
Gruppen:

Satz 2.2. (Hauptsatz fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen) Es sei G eine endlich erzeugte
abelsche Gruppe. Dann gibt es eindeutig bestimmte k& > 0,¢ > 0 und eindeutig bestimmte (bis
auf Umordnung) Primzahlpotenzen nq,...,n; > 1 (nicht notwendigerweise verschieden), sodass

GXZFXZL)pP L% - xT)pit L.

Folgerung 2.1. Es sei G eine endliche abelsche Gruppe, |G|=m und k|m mit k£ > 1. Dann existiert
eine Untergruppe H <G mit |H|=k.

Beweis. Schreibe GXZ /p{*Z x --- x Z/ py* Z wie im Hauptsatz fiir endlich erzeugte abelsche
Gruppen. Dann gilt offenbar m = Hlep:“ und daher existieren k; € Ny, k; <n;, mit k= Hlepf".
Nach Korollar 1.2 kénnen wir Untergruppen H; <Z/pl" Z mit |H;| = p¥' finden. Setze nun H :=
Hy x ---x Hy. Dann ist |H|=|Hy|---|H| =py" - pf*=k. Also existiert eine Untergruppe von G
mit k£ Elementen. 0
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Satz 2.3. Es sei G eine endliche Gruppe. Dann ist G genau dann zyklisch, wenn zu jedem positiven
Teiler d > 1 von |G| genau eine Untergruppe H <G mit |H|=d existiert.

Bevor wir diesen Satz beweisen, zeigen wir noch folgendes Lemma.

Lemma 2.1. Sei ¢ die Euler’sche p-Funktion und n € N. Dann gilt Zdlnap(d) =n.

Beweis. Betrachten wir die zyklische Gruppe Z /nZ. Sei d|n ein Teiler von n. Dann existiert eine

zyklische Untergruppe von Z/n Z, die isomorph zu Z/dZ ist. Weil fir a € Z/d Z gilt ord(a) =
d

P e folgt insbesondere, dass Z/dZ genau ¢(d) Erzeuger hat. Es folgt

n=[2/nZ|=" Ho€Z/nZ |ord() =d}| =" pld).

dln dln

wie gewiinscht. O
Nun zum Beweis des Satzes:

Beweis. Eine Richtung ist genau Folgerung 1.2. Um die andere Richtung zu zeigen, sei n=|G| und
setze aq:=|{g € G |ord(g) =d}| fiir alle Teiler d|n. Dann folgt Zdlnad:n. Sei g € G beliebig mit
Ordnung d=ord(g). Nach Annahme existiert eine eindeutige Untergruppe Hy mit (g) = Hy. Es
gibt nun zwei Fille. Falls Hy zyklisch ist, folgt aq= ¢(d). Falls Hy nicht zyklisch ist, folgt sofort
aq=0. Insgesamt ergibt sich aq < ¢(d) fiir alle d|n, also

n:Z adgz o(d)=n.

dln dln

Es muss also Gleichheit fiir alle Teiler d|n gelten. Insbesondere liefert das fiir d =n, dass a, =
@¢(n) > 0. Das liefert die Existenz eines g € G mit ord(g) =n, i.e. ord(g) =n=|G|. Folglich gilt
G=(g), i.e., G ist zyklisch. O

Folgerung 2.2. Es seien GG, H endliche zyklische Gruppen. Dann ist G x H genau dann zyklisch,
wenn ggT(|G], [H[)=1.

Beweis. Angenommen |G|=m und |H|=n seien teilerfremd. Da G und H zyklisch sind, folgt
GX2Z/mZund HXZ/nZ. Folglich ist G x HXZ/mZ x Z /nZ>=7Z/mnZ nach dem Chinesischen
Restsatz (da ggT(m,n)=1) zyklisch.

Umgekehrt, sei G x HXZ/mZ x Z/nZ zyklisch. Dann existiert zu jedem Teiler von m - n
genau eine Untergruppe der entsprechenden Ordnung. Aber angenommen ¢|m und ¢|n fir £>1,
sodass m /¢ €N und n/¢ € N. Dann wiren (%) Z/mZ x {0} und {0} x (%) Z /nZ verschiedene
Untergruppen von G derselben Ordnung; ein Widerspruch. Es folgt ggT(m,n)=1. O
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